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PRÉFACE À L’ÉDITION RUSSE 


Cette monographie est écrite à la suite de la nécessité toujours 
plus pressante de résoudre les problèmes avec unc précision élevée. 
Malgré un essor impétucux du matériel de calcul électronique, on 
ne dispose malheureusement pas de moyens indispensables pour 
y arriver par les méthodes numériques simples peu exactes. 

La rapidité des ordinateurs augmente sans cesse, mais la capa- 
cité des mémoires limite la dimension des tableaux à traiter, ce 
qui empêche une mise en œuvre efficace des algorithmes. Or, les 
opérations de calcul et Iles opérations logiques réalisées avec une 
bonne cfficacité jointes aux mémoires suffisamment grandes per- 
mettent de diminuer de plusieurs (sic !) ordres le temps de résolution 
des problèmes réduits à des blocs standards. 

Cela remet au premier plan les méthodes économiques au pos- 
sible donnant lieu à des tableaux peu importants qui nc dépassent 
pas les possibilités des processus spécialisés. 

Les progrès réalisés dans les domaines de l’aérodynamique, de la 
dynamique des fluides, de la théorie de l'échange de masse, de la 
théorie du transfert de rayonnement et dans d’autres branches 
scientifiques et techniques ont conduit à poser de nouvelles classes 
de problèmes et à élaborer des modèles mathématiques inédits qui 
décrivent toute une gamme d'effets physiques fins. La résolution 
des problèmes se ressent de ces effets qui influencent donc, dans 
de nombreux cas, la conception des machines à calculer. 

L'étude de la stabilité des écoulements fluides autour des corps 
relève, par exemple, des équations avec viscosité petite. D'autre 
part, la mise en œuvre numérique introduit dans le modèle la 
« viscosité artificielle » qui est en général beaucoup plus grande 
que la viscosité physique ct qui altère sérieusement l'aspect phy- 
sique des phénomènes. | 
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Il en est de même des problèmes relatifs à la dynamique de 
l'Océan mondial en régime faiblement turbulent. La liste des exem- 
piles pourrait être prolongée. 

Un moyen de résolution naturel cest en l'occurrence un algo- 
rithme de calcul qui garantit une grande précision des approxi- 
mations. 

Les méthodes de raffinement des solutions occupent une place 
honorable dans la littérature mathématique. C’est le procédé simple 
consistant à diminuer de façon proportionnelle les intervalles de 
discrétisation des problèmes différentiels, les schémas aux différences 
à plusieurs points et l’extrapolation de Richardson basée sur plu- 
sieurs solutions associées à une suite de réseaux. C'est cette dernière 
technique qui fournit la matière de notre monographie car elle nous 
paraît le moyen de raffinement le plus puissant ct universel. 

Certaines propriétés de la méthode de Richardson en font un 
des principaux instruments de l'Analyse numérique. C'est, primo, 
lc fait d'utiliser les approximations aux différences simples des 
problèmes différentiels, secundo, un fonctionnement uniforme des 
algorithmes pour les réseaux avec paramètres différents, ct, ferlio, 
la logique simple de l'algorithme dans son ensemble. 

La méthode cst donc devenue l’objet du plus vif intérêt, mais 
de nombreux ouvrages traitant de l’extrapolation de Richardson 
(et des méthodes de Runge ct de Romberg qui en sont des modifi- 
cations) ne contiennent pas un seul exposé systématique de celle-ci 
et de ses applications éventuclles à diverses classes de problèmes. 

Notre monographie est censée combler particilement cette lacunc. 

Le lecteur y trouvera, en plus des aspects généraux de l'extra- 
polation de Richardson pour des problèmes linéaires abstraits, 
quelques-unes de ses variantes concrètes. S'agissant des équations 
différentielles ordinaires linéaires, la justification de la méthode 
dérive de règle des résultats abstraits. Quant aux équations aux 
dérivées partielles, elles soulèvent plusieurs problèmes auxiliaires. 
Dans le cas elliptique, c'est avant tout la régularité des solutions, 
tout spécialement leur comportement asymptotique au voisinage 
des points anguleux. Dans le cas parabolique, il y a imbrication 
entre la régularité et les procédés de décomposition du problème 
à plusieurs variables en une suite de problèmes en dimension un. 
On donne les résultats de l'extrapolation de Richardson pour le 
problème de valeurs propres et des équations quasi linéaires. 
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Les auteurs n'ont pas négligé non plus les systèmes d'équations 
algébriques à matrices dégénérées, et des problèmes avec couche 
limite leur ont permis de développer la méthode de l'extrapolation 
sur un paramètre petit. 

Construire les solutions approchées avec une précision élevée 
constitue un problème actuel de l’Analvyse numérique. La présente 
monographie est une synthèse des travaux effectués par les auteurs 
au cours de la dernière décennie. Ces travaux concernent essentiel- 
lement l’extrapolation de Richardson en tant que procédé de raf- 
finement des solutions numériques des problèmes qui se posent en 
physique mathématique. La méthode a fait ses preuves dans beau- 
coup d'applications, et elle sert d'outil puissant dans des cas com- 
pliqués. Quelques-unes de ses modifications simples ont été incluses 
dans les cours d'Analyse numérique donnés aux étudiants des Uni- 
versités de Novossibirsk et de Krasnoïarsk (voir G. Marchouk, 
M éthodes de calcul numérique, Moscou, 1977*). 

On n'a regroupé dans la Bibliographie in fine que les livres 
et les articles dont les résultats ont été utilisés par les auteurs. 
Nombre d'ouvrages intéressants se rapportant aux questionstraitées 
ne figurent donc pas sur la liste. 

Lorsque nous avons étudié le problème annoncé par le titre de 
cette monographie, nous avons bénéficié des hautes compétences 
de nombreux analystes numériciens. Le livre a pris sa forme grâce 
aux discussions que nous avons eues avec E. Volkov, Y. Kouznétsov, 
V. Lébédev, J.-L. Lions, V. Agochkov, A. Matsokinc. Qu'ils veuil- 
lent bien trouver ici le témoignage de notre gratitude. 

Nous exprimons nos remerciements à G. Démidov, YŸ. Valitski, 
V. Sapojnikov et V. Shtchépanovski qui ont lu le manuscrit et 
fait plusieurs suggestions de valeur. Nous sommes reconnaissants 
à A. Alexéev, T. Babourina, B. Bagaev, S. Bersénev, B. Dobrontz 
et A. Joukov d’avoir pris part à la réduction technique du manus- 
crit et effectué les essais numériques. 


G. Marchouk, V. Shaydourov 


* La traduction française a paru aux Editions de Moscou cn 1986. (N.d.R.) 
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Depuis que ce livre a paru en langue russe, les auteurs ont réuni 
plusieurs nouveaux exemples d'emploi des algorithmes. On obtenait 
un effet particulièrement spectaculaire dans les problèmes pluri- 
dimensionnels et quasi linéaires de la physique mathématique 
lorsque les schémas aux différences (ou variationnels aux différences) 
simples doublés de l’extrapolation de Richardson ou le raffinement 
par des différences d'ordre relativement peu élevé fournissaient des 
résultats très concluants en ce qui concerne la précision. Car nom- 
breux sont les cas où seuls les schémas simples d'ordre d’approxi- 
mation faible possèdent des propriétés requises telles que la stabilité 
asymptotique, la monotonie, la validité des analogues discrets des 
lois de conservation, l’économie d’un pas de temps, la symétrie, 
l'algorithme explicite, etc. Ces schémas garantissent souvent un 
comportement qualitatif Juste de la solution approchéc sans qu'on 
obtienne une bonnc précision même si l’on travaille avec de grandes 
capacités. Mais s’il y a régularité ou si l’on supprime spécialement 
les singularités, alors l’extrapolation de Richardson ou la correction 
des solutions des schémas par des différences d'ordre assez peu élevé 
aboutissent nécessairement à des résultats très précis. 

L'ouvrage que nous présentons aux lecteurs de langue française 
diffère légèrement de l'édition russe: les autcurs ont décrit sous 
forme générale la méthode des différences d'ordre supéricur pour 
les problèmes linéaires, ajouté des numéros traitant des procédés 
d'extrapolation non linéaires, de l’influence des erreurs de calcul 
ct remplacé certains algorithmes d’extrapolation par d’autres plus 
universels. 

La manicre d'exposer les matériaux reste la même. S'agissant 
des problèmes linéaires, tous les résultats découlent de règle des 
théorèmes généraux, ct on démontre chaque cas non linéaire sans 
négliger aucun calcul intermédiaire. 


G. Marchouk, V. Shajdourov 


INTRODUCTION 


Avec unc large utilisation des ordinateurs dans les problèmes 
de la science ct. de la technique, de nombreux algorithmes sont 
apparus dont la plupart consistent à ramener la problème différentiel 
primitif à des problèmes d’algèbre linéaire. Il n'existe pas pour 
le moment de procédé plus universel pour traiter les problèmes 
soulevés par les applications. La dimension du problème d’algèbre 
linéaire dépend naturellement du paramètre de réduction qui cest 
d'ordinaire le pas du réscau de discrétisation. Cela étant, on garantit 
unc précision d'autant plus grande que Ie paramètre cst petit. Lors- 
qu'on diminue celui-ci, le nombre d'équations linéaires augmente 
en conséquence ct le volume de calcul monte en flèche. 

Malgré la capacité toujours plus grande des calculateurs, les 
algorithmes ne sont jamais aussi exacts qu'on le désire. On cherche 
donc des moyens universels économiques pour crécr les algorithmes 
de calcul ct les cxécuter sur machine. 

Il est connu que la précision des solutions numériques cst de 
règle proportionnelle à une puissance du paramètre de discrétisation 
ct que dans le cas des schémas Ie plus simples ct économiques, elle 
l'est à deux premières puissances. 

Au début du XX: siècle, Richardson a proposé un procédé fon- 
cièrement nouveau pour améliorer la précision des solutions numé- 
riques des problèmes linéaires. Il a décrit des schémas d’algorithmes 
où l’on fait le calcul pour plusieurs pas différents. Il se trouve que 
sous certaines conditions la combinaison linéaire des solutions ainsi 
obtenues cst d'ordre de précision plus élevé. L'idée de combiner 
les solutions associées à divers paramètres devicndra la clef de 
voûte des algorithmes de calcul pour de nombreux problèmes relcvant 
des équations différenticlles. 

Malheureusement, la méthode de Richardson (ct les procédés 
similaires dus à Runge ct à Romberg) a été longtemps utilisée de 
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manière plutôt heuristique sans aucune motivation séricuse, si bien 
que son usage abusif dans certains cas a fait douter de son utilité 
pratique. Aujourd’hui, la méthode est remise sur le tapis. Et cela 
pour les raisons suivantes. 

Lorsqu'on élabore une procédure de calcul économique, on utilise 
largement l'information à priori sur la solution du problème et la 
classe de fonctions dont celle-ci est élément. Soit, par exemple, 
un problème qui admet, on le sait, comme solution une parabolc. 
Dans ce cas, il suffit, bour la trouver, de connaître ses valeurs en 
trois points. Et c'est avec l'hypothèse à priori qu'on la définit 
en tous les points restants. Cet exemple simple montre on ne peut 
micux que l'information à priori permet de réduire notablement 
la dimension des tableaux sans qu'une perte d’information s'ensuive. 

S'agissant d’une équation différentielle, l’information à priori 
décisive est le degré de régularité de la solution, son comportement 
asymptotique dans les situations extrémales, sa dépendance vis-à-vis 
des données du problème, ctc. Cela étant, plus elle est complète, 
moins la classe fonctionnelle correspondante cest riche, ce qui facilite 
la recherche de la solution. 

Il se peut que l'information à priori soit si abondante que la 
classe en question se réduit à un seul élément qui est visiblement 
la solution cherchée. Mais c’est là le cas limite. Dans la pratique, 
on possède en général d’utiles renscignements sur la solution qui 
définissent de règle l’espace fonctionnel nécessaire. Il arrive que 
c'est l'information à priori qui détermine le choix de la méthode 
de résolution approchéc. 

Supposons, en cffet, qu'on cherche formellement la solution 
d'une équation différenticlle par une méthode numérique exacte 
à l'ordre 1 par rapport au pas # du réseau. Si l’on discrétise avec 
le paramètre #, puis avec 4/2, alors on dit en général que la seconde 
solution est deux fois plus précise que la première. Si l’on prend 
k/3, le résultat cst trois fois plus précis, ct ainsi de suite. On en 
conclut qu'avec notre hypothèse à priori sur l’ordre de la méthode, 
l'exactitude du résultat est approximativement proportionnelle au 
pas du réscau. Si l'on veut une solution 10? fois plus précise que 
celle associée à 4, on réduit donc le pas de 10° fois. On conçoit que 
la chose n’est pas toujours possible même si l'on travaille avec 
des capacités très grandes. C'est surtout vrai des problèmes à deux 
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et à trois variables car la dimension des tableaux cst alors élevée 
au carré ct au cube respectivement. 

On fait appel à unc information auxiliaire. On suppose que la 
solution du problème différentiel est plus régulière, ce qui entraîne, 
pour la solution approchée, l'existence de trois dérivées bornées 
par rapport à #. On utilise le développement taylorien par rapport 
à h ct on démontre qu'avec la combinaison linéaire de trois solutions 
associées à k#, A/2 ct L/3, on aboutit à unc précision sensiblement 
plus élevée. Dans le cas considéré, elle est O(/*). Si l’on prend. 
par exemple, le paramètre sans dimension #—1/10, la précision 
scra de l’ordre de 1073, et ce résultat sera atteint moyennant trois 
solutions approchécs correspondant aux réseaux successifs de pas #, 
h/2, h/3. On note que ce procédé de raffinement nous évite de ré- 
soudre lc problème approché pour le pas de discrétisation — 1073, 
ce qui conduit en dimension un aux nœuds en nombre proportionnel 
à 10%. Or, le procédé décrit nous a permis de nous borner à trois 
solutions ct aux nœuds dont le nombre cest proportionnel à 10, 20 
ct 30 respectivement. En dimension deux et trois. la différence 
cst cncore plus spectaculaire. 

Généralement parlant, 1l s’agit d’un analogue du problème de 
définir une parabole connaissant ses trois points quelconques à la 
différence que les « points » sont ici les solutions approchées de 
paramètres #, h/2, h/3 donnés ct qu’au lieu d'obtenir la solution 
exacte du problème différentiel, on aboutit à une solution approchéc 
d'ordre de précision O(#?). Avec l'hypothèse à priori de régularité 
plus grande, on élargit naturellement l’ensemble des solutions appro- 
chées, ce qui donne une précision plus élevée sur le résultat définitif. 
L'idée de base de l’extrapolation de Richardson est justement d’uti- 
liser un jue de solutions approchées associées à plusieurs réscaux 
successifs. 

La présente monographie se propose entre autres de décrire des 
façons plus ou moins générales dont on met en œuvre la méthode 
de Richardson pour une vaste classe de problèmes de la physique 
mathématique ct de donner les conditions de sa validité. S'agissant 
des problèmes linéaires, ces conditions s’énoncent sous forme géné- 
rale, si bien que la tâche du mathématicien se réduit dans chaque 
cas concret à établir de façon constructive si elles sont oui ou non 
satisfaites. Ces conditions permettent de formuler les théorèmes de 
convergence généraux du Chapitre premier. 
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Quatre chapitres suivants comprennent autant de paragraphes 
que de types de problèmes différentiels. Et cela pour deux raisons 
suivantes. Primo, les méthodes numériques portent l'empreinte des 
propriétés du problème posé, et même le type du problème diffé- 
renticl s'avère des fois décisif lorsqu'on choisit une méthode éco- 
nomique. Secunudo, les résultats théoriques de la monographie 
utilisent essenticllement l'information à priori sur la régularité 
des données connues (et non sur celle de la solution même), ce qui 
a obligé les auteurs à emprunter à la théorie des équations différen- 
ticlles d’utiles renseignements complémentaires relatifs à la com- 
patibilité de ces propriétés des données ct de la solution. Cette in- 
formation intervient naturellement au fur et à mesure des besoins. 

Dans la méthode de Richardson, on obtient en principe des so- 
lutions améliorées de tout ordre de précision si l'on est dans les 
conditions de concordance et de régularité correspondantes. Ces 
questions sont traitées dans les Chapitres 3, 4 et 5 aussi bien pour 
des problèmes relativement simples que pour des cas compliqués tels 
que les équations à cocfficients discontinus et les problèmes dont 
les solutions possèdent des singularités en certains points frontières. 
Il est connu que la construction des solutions approchées de haute 
précision s'avère particulièrement arduc quand la frontière du do- 
maine présente des points anguleux. Ce cas est étudié dans la Chapitre 
4 consacré aux équations elliptiques. La solution a d'ordinaire des 
singularités au voisinage des points anguleux, et on y commet unc 
erreur d’approximation qui n'est pas compatible avec l'erreur faite 
loin de ces points. Formellement, la méthode de Richardson cst 
cn défaut. Mais si l’on dégage au préalable les singularités sous 
forme explicite et si l’on représente la solution comme combinaison 
des solutions singulières et de la partie régulière restante, il y a 
intérêt à extrapoler à la Richardson pour cette dernière, et le pro- 
blème est susceptible d’être résolu avec unc précision élevée. 

La pratique de la méthode de Richardson dans le cas linéaire a 
suggéré aux auteurs de raffincr de même les solutions des problèmes 
non linéaires. Il est vrai que les conditions à priori imposées à l’opé- 
ratcur, aux cntréces et à la solution devicnnent plus sévères, mais 
lcs applications éventuelles de la méthode sont très nombreuses. 

Le fait que la méthode de Richardson fonctionne pour des pro- 
blèmes non stationnaires de la physique mathématique, tout spé- 
cialement pour des équations du type parabolique, nous paraît fort 


INTRODUCTION 13 


important. Ces dernières années, on a élaboré pour la résolution 
approchéc de ces problèmes une quantité de bons algorithmes qui 
sont décrits, par exemple, dans une monographie de l’un des auteurs. 
On signale l'intérêt capital de la méthode de décomposition qui 
permet de représenter un gros problème à plusicurs variables par 
une suite de problèmes en dimension un qui sont calculés efficace- 
ment sur ordinateur. On a pensé d’abord que les erreurs d’appro- 
ximation dans la décomposition entravent, voire interdisent, la mé- 
thode de Richardson pour approcher les problèmes avec une grande 
précision. Or, on montre dans la Chapitre 5 qu'il n’en est rien. Il v 
a plus. La méthode de décomposition procède de façon classique 
sans qu'on ait besoin de modifier l’algorithme. Si les auteurs n'ont 
réussi à légitimer l’extrapolation de Richardson que dans le cas 
d’un seul schéma, ce dernier présente par contre l’avantage d’être 
très employé en calcul automatique. D'ailleurs, on a des raisons 
de penser que la classe de ces schémas deviendra de plus en plus 
fournie. 

L'idée de Richardson n’a été pas utile que dans les problèmes 
différenticls. Elle inspire, par exemple, plusicurs algorithmes pour 
des équations algébriques linéaires dégénérécs (Ch. 6), qui continuent 
en quelque sorte la méthode de régularisation de Tikhonov. On rem- 
place le système algébrique par un système voisin non dégénéré 
avec un paramètre # qu'on fait tendre à la limite vers 0. Dans un 
premier temps, on choisit e tel qu'on obticnne un système d'équa- 
tions bien conditionné et une solution qui n'est pas trop grossière- 
ment approchée. On aborde ensuite les cas avec e/2, e/3, .... Il se 
trouve que la combinaison linéaire des solutions munies de cer- 
tains poids donne la solution normale dont la précision est O(e"), 
avec # le nombre de problèmes auxiliaires associés à €, e/2, ..., e/n. 
On traite de sorte de nombreux problèmes d’algèbre linéaire (en 
particulier, les problèmes qui relèvent de la méthode de pénalisa- 
tion), les problèmes différenticls dont les dérivées d'ordre supérieur 
sont affectées d’un paramètre petit, et ainsi de suite. Ces problèmes 
interviennent, par exemple, en physique de l'atmosphère et de 
l'océan en régime faiblement turbulent, dans le cas d'écoulement 
des fluides avec les nombres de Reynolds importants, etc. 

On a regroupé dans le Chapitre 7 plusieurs résultats auxiliaires 
qui étayent les raisonnements théoriques des chapitres précédents 
ct que les spécialistes de l’Analyse numérique connaissent très bien. 
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Dans tous les essais numériques, les erreurs d’arrondi ct les 
erreurs commises en calculant les fonctions élémentaires en dépas- 
sent pas le dernier chiffre significatif du résultat. Cela permet 
d'apprécier le gain en précision indépendamment du type de la 
machine, de celui du traducteur du langage algorithmique en lan- 
gage machine et de l’art du programmeur. L'exemple cité à la fin 
du $ 2.1 est une exception à la règle (on y étudie précisément l'in- 
fluence des erreurs d’arrondi sur les résultats de l’extrapolation). 

Les exemples numériques du livre mettent en relief la caractère 
universel de la méthode de Richardson. En effet, on atteint un ré- 
sultat très précis en résolvant une succession de problèmes aux diffé- 
rences avec des schémas d’approximation de même structure. Seuls 
changent le paramètre de réduction et le pas du réseau, et le nombre 
d'équations linéaires approximant le problème augmente naturelle- 
ment. L'invariance de structure des algorithmes est une condition 
sine qua non de la création des softwares qui permettent d'élaborer 
des paquets de programmes généraux. 


CHAPITRE PREMIER 


GÉNÉRALITÉS 


Ce chapitre débute par un cxemple dans lequel les solutions 
discrètes d’un schèma d'ordre d’approximation peu élevé permettent 
d'augmenter la précision de la solution approchée par l’extrapola- 
tion de Richardson ou les différences d'ordre supérieur. Les résultats 
sont généralisés à des problèmes abstraits: on énonce des conditions 
suffisantes pour que la solution approchée admette un développe- 
ment suivant le pas de discrétisation et on démontre qu'avec ce 
développement, on utilise avec succès l’extrapolation de Richardson 
et le raffinement par les différences d'ordre supérieur. 


1.1. Un exemple simple 


Dans les pages qui suivent, nous allons résoudre une équation 
différentielle linéaire du premicr ordre. Ce scra un exemple modèle 
dans lequel on extrapolera par Richardson au moyen d’un ensemble 
de solutions aux différences peu précises, et on justifiera sommairc- 
ment l'ordre de précision plus élevé de la solution extrapolée. On 
donnera ensuitc une variante simple de la méthode des différences 
d'ordre supérieur et les résultats numériques caractéristiques de 
l'efficacité pratique des algorithmes. 


1.1.1. Extrapolation de Richardson locale ct global 
Soit l'équation différentielle 
u'+u—=f sur (0, 1) (1.1) 
avec la condition initiale 
1 (0) = 4. (1.2) 
On suppose que f est indéfiniment dérivable sur [0, 1]. 


Pour que le problème reçoive une solution numérique, on cons- 
truit le réseau régulier 


©: = {4 = 77; 3=0,1,...,M\ (1.3) 
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de pas + = 1/M (M > 2 étant un enticr) et on introduit les points 
médians 


de = {lyyige = (j + 1/2) +: j=0,1,..., M — 1} (1.4) 
On remplace suivant le schéma de Crank-Nicholson l'équation (1.1) 


associée aux points médians par le système d'équations algébriques 


uj+u =/f sur à. (1.5) 


“y (1) _ (t + +/2) — mn (t — </2) 7 (?) si (t + 2/2) L {set — *+/2) | 
T 2 
On adjoint à (1.5) la condition 
UT (0) = tt, (1.6) 
conséquence de (1.2). Le problème proposé admet pour solution 
la fonction discrète #° qui approche # avec une précision d'ordre 
2 (voir [65 |) en tous les nœuds de &.: 
ut — ulc.<cT?* (1.7) 


(voir Notations 1# fine). 

On définit l'erreur comme différence de la solution approchée 
(discrète) #* et de la solution cxacte # aux nœuds {eG., et on montre 
qu'on a pour t —+ 0 

uw —u—Tr1v+n sur oO: (1.8) 


où v est une fonction régulière définie sur le segment [0, 1] et indé- 
pendante de + et n° une fonction discrète dèfinie sur ©. qui prend 
des valeurs O(xr{). La notation O(tt) a un sens usuel: étant donnée 
une fonction discrète ® quelconque, l'égalité ® — O(t*) sur l’en- 
semble D équivaut à l'existence d’une constante c, € [0, co] telle 
qu'on ait [p|< c +* sur D. 

On suppose que le développement (1.8) a lieu, auquel cas 


W=u+Tv+n sur &+. 
Ces égalités aidant, on récrit (1.5) et (1.6): 
ur Hu + nt + ur +ni=/f sur &+ (1.9) 
u (0) + +? v (0) + n° (0) = #0: (1.10) 
On développe # et v de (1.9) en formule de Taylor par rapport 
au point {, il vient 


u'+utr - HUE — + v" + v) + O (rt) + nm + = 


* Dans ce livre, © (i entier) désigne des constantes indépendantes de ©, #, x, h. 
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Comme les coefficients de +° et +? ne dépendent pas de = et les autres 
termes du premier membre sont probablement d'ordre infinitésimal 
supérieur, on a en tous les points, par suite de l'arbitraire laissé 
sur T, 


M +uz f, (1.11) 
1 


1 
nn lg v + uv — 0. 1.12 
re se (1.12) 


On a de meme pour les données initiales (1.10): 
1 (0) = 14, (1.13) 
v (0) ==: 0: (1.14) 


Les deux premières relations s’interprètent naturellement comme 
étant des équations en # et v, et les deux dernières comme des con- 
ditions initiales. La fonction # étant solution du problème (1.1), 
(1.2) les vérifie nécessairement. Quant à l'information de valeur 
obtenue au sujet de 7, elle nous sera utile dans la suite. 

On note que v est solution de l'équation 

1 , ’ 


’ Fe press COLE ? 
V + v = Pa ri te (0,1), (1.15) 


avec la condition initiale 
y (0) = 0. (1.16) 


Il est évident que ce problème est possible et admet une solution 
unique 


u (4) = — 


Î 

1 …, v, 
ou \ et Qu" (x) + 3 u°"" (x)) dx (1.17) 
0 
qui possède des dérivées de tous ordres sur [0, 1]. Il y a lieu de dire 
que la fonction v ainsi construite ne dépend pas du paramètre +. 


On montre la propriété de borne uniforme de »* discrète définie 
aux nœuds de à: par la relation 


n (= un" (t) — nu (lt) — +2 (ft). (1.18) 
Soit 
ES are Anar En Fons LIT 


d'où l'on tire compte tenu de (1.18): 
a+ ri = + ny — (ug + uy) — 22 (uv; + V7), À € ©. 


On fixe un nœud! ee. et on transforme le second membre. 
En vertu de (1.5), la somme de deux premiers termes vaut /f({). On 
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rapporte les fonctions des termes suivants aux valeurs en { à l’aide 
du développement taylorien avec reste sous forme de Lagrange 
(lemme 1.1, $ 7.1), 1l vient 

- = , o 1 Cr °, , Led 

nr += (fu — u) —-7 EL La + uv + oul+ 6. 
où 

|El<cert Vie. 
Les équations (1.1) et (1.15) conduisent à 
n1+nr=EË6 sur à.. (1.19) 

On en déduit Ia relation 


In (+ -/2)1< n° l(C+r/2)1++l8 (1: 


Il est immédiat de vérifier que 7"(0) = 0 cn vertu des conditions 
(1.2), (1.6) cet (1.16). En raisonnant par récurrence, on établit donc 
l'estimation 


Infles<e DIER où [nle+< cest. (1.20) 


we 


On note que (1.19) ct (1.20) entraînent, pour la dérivée aux 
différences, 
max |nj[< max|nÿ| + O (4)< O (:1). (1.21) 
© _ (1 
On va décrire deux méthodes de raffinement basées sur le déve- 
loppement démontré. On construit les réseaux (1.4) de pas + ct </2 
et on cherche pour chaque réseau la solution du problème approché 
(1.5), (1.6). Soit w* et w7/2 deux fonctions discrètes qui sont les 
solutions demandées (la précision de chacune étant en +°). On forme 
une combinaison linéaire des solutions approchées relatives aux 
nœuds du réseau de pas +: 


U (4) = ur (t) — nt (,,  tec., (1.22) 


et on montre que U approche # avec une précision de l'ordre de =. 
On a en chaque point de à. 
ur) = nu (1) + (t) + 0 (9, 
ul (4) = u(t) + (x°/4) v (4) + O (r'), 


U (= u(t) + 0 (rt). (1.23) 
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Ainsi, la solution améliorée (1.22), combinaison linéaire des 
solutions approchées (exactes à l’ordre 2 en +) du problème (1.5), 
(1.6), approche la solution exacte # aux nœuds de à. à l’ordre 4 
en +. 

Ce procédé de raffinement qui consiste à construire une solution 
approchée à partir des fonctions discrètes, solutions moins précises 
des problèmes approchés, a été proposé par Richardson (voir 122], 
123)) qui lui a donné le nom d’extrapolation à la limite (deferred, 
approach to the limit), la valeur limite étant 


u (4) = lim ° (?). 
2+0 


On l’appellera plus tard l'extrapolation de Richardson. Il s'agit 
d’une méthode globale parce qu'on extrapole pour plusieurs solu- 
tions approchées connues. Il existe par contre un procédé d’extra- 
polation qu'on pourrait appeler local. En effet, il consiste à extra- 
poler à chaque pas, ct on initialise chaque fois avec l’approximation 
précédente. Soit, par exemple, w° (x) la solution associée au point 
x. On pose 


(x) = uw (x), 02 (x) = w (x). 1e 


On opère selon le schéma de Crank-Nicholson, ct on effectue un pas 
de longueur + pour v* et deux pas de longueur +/2 pour v*/2. On a 


vr(t) + ur (4) = f (4). {= x + +/2; 
05 (4) + 27° (1) = /f(t), = x + +/4,x + 37/4. 


On fait la somme ct on utilise les mêmes poids que dans le cas 
global : 


WT (x ++) = 4/30 (x + +) — 1/3 v° (x + +). (1.25) 


Avee l'approximation initiale w°(0) — #,, on trouve en prin- 
cipe par (1.24) (1.25) la solution approchée #* aux nœuds du 
réseau &e - 

En dépit de leur ressemblance apparente, ces deux algorithmes 
présentent des différences profondes sur le plan théorique. Le pre- 
mier conserve la stabilité des schémas aux différences de départ, 
tandis qu'on utilise en fait dans le second le principe de Runge pré- 
sidant à la construction des méthodes d’approximation d'ordre 
élevé, si bien qu'il conduit à un schéma du type Runge-Kutta 
qualitativement différent. La stabilité de cette méthode n’est plus 
une conséquence nécessaire de celle du schéma de départ. L'exemple 
ci-dessus illustre bien nos paroles. Dans cet exemple, le problème 
1.1) est abordé par le schéma de Crank-Nicholson stable quel que 
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soit r> 0. D'autre part, l’algorithme (1.24), (1.25) (voir [79]) cest 
instable pour + supérieurs à un certain *,. On trouve ce résultat 
dans [130], ainsi qu'une modification de l’extrapolation de Ri- 
chardson locale qui ne présente pas cet inconvénient. 

On confond des fois deux mises en œuvre décrites, ce qui cx- 
plique le caractère contradictoire de certaines recommandations 
pratiques. 


Dans la suite, on s’occupera du cas global scul et on dira «extra- 
polation» tout court. 


1.1.2. Méthode des différences d'ordre supérieur 


Il existe une autre méthode pour améliorer la précision de la 
solution discrète du problème (1.5), (1.6), qui est également baséc 
sur le développement (1.8). Elle cest connue sous le nom de méthode 
des différences d'ordre supérieur ou de méthode des approximalions 
successives (the difference (or deferred) correction method). 


On modifie au préalable l’équation aux différences (1.5) de façon 
d'augmenter son ordre d’approximation : 


” . e 1 = Î = 
T° rs — cs y; _—— +? a cs ns cs = 
V'= UV; + v} va Éer vu) J 
Vtewz X {r/2, 1 — </2t. (1.26) 
On a, avec les notation fondamentales, 


ont) = (or ()); = — (5 (4 + +/2) — v3(t — </2)) = 


= — (2 (6++) — 2v (+0 (1 —+)), 


1 
(= (ont +2) + ont — 7/2) = 
1 
oo. (u(C+ 37/2) — v(/ +2) — 0 (t—</2) + v (1 — 3-/2)), 
et ainsi de suite. 
On vérifie sans peine à l’aide du développement taylorien que 
l'opérateur aux différences LT du premier membre de (1.26) approche 


l'opérateur différentiel de (1.1) avec une précision du quatrième 
ordre : 


L'u=u +u+ oO (xt View: fr/2, 1 —+/21. (1.27) 


On note que l’équation à 4 points (1.27) n’est pas juste pour les 
nœuds t/2 et 1—+/2 puisqu'elle contient dans ce casles valeurs 
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de v* aux points — +, | + + extérieurs au segment [0,1]. S'agissant 
de ces nœuds, on écrit donc Iles équations aux différences 


Lo" (</2) = vi (r/2) + v;(/2) — 


CUS TIQUE, RE jrs) = (2), (1.25) 


La (Il — Vale A — t/2) + v3 (1 -- </2) — 
— Lo; (1 — </2) — ‘a (1 — </2) + 


virer (1 —7)=f(1 — 7/2). (1:29) 


On vérifie de suite que les cocfficients de 27 (—-+) et de vf (1+) 
sont nuls ct que l'erreur d'approximation cest une quantité O (+5): 
L'u(t) =u ()+u(n +0 (S), =+/2, 1—+/2. (1.30) 

On adjoint aux équations (1.26), (1.28). 1.29) une condition 


initiale découlant de (1.2), il vient le système d'équations algé- 
briques linéaires 


<°(37T +2) 


d 48 


UT (0) — ,, 
RC ES à VIE w.. 


De quelque façon qu'on numérote les inconnues et Iles équations, 
la matrice du système ne devient jamais triangulaire, ce qui en- 
trave sérieusement la recherche de la solution. Il v a plus. La sta- 
bilité du système demande une démonstration spéciale. 

On préfère donc à (1.31) une modification dépourvuc de ces deux 
défauts. On résout le problème (1.5), (1.6). Connaissant #*, on 
cherche #*, solution de 


(1.31) 


wT (0) = %, (1.32) 
wi +wi=u;+ ur — Lu + / VlLE ©. (1.33) 


Les deux problèmes ne diffèrent que par leurs seconds membres, 
ct on aborde l’un et l’autre par un algorithme stable simple. On 
montre la validité de l'estimation 


Ha — #llc,+:< car. (1.34) 


En cffet, # satisfait à la relation (1.8). On porte ce dévelop- 
pement dans le second membre de (1.33), il vient pour {e w-\{x/2, 
1 — </21 


- 22 2 2 
WF + W; = — ai + L ” = ET Uygs + 


de LE uyrr rs pi + Loi Fe  nire + Enr + J. (5) 
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On développe en série de Taylor pour évaluer les termes à droitc: 
tnt! + | = O (<°), Urpy — u” + O (+*), 


(1.36) 
S LEA La 
Fozerl< = max [07 ]= 0 (1), Lurr le max 1012 0 (1: 
4 0,1] 4 [0,1] 
À Ja lumière des estimations (1.20), (1.21), on obtient 
rs À ) 
fnirile = max nil< 0 (©), 
UD (1.37) 
cs 4 mn 
Inisrl< — max [n[< O (r*). 
T À + 
On transforme (1.35) compte tenu de (1.36), (1.37): 
of + of = Lu + Lu + [+ (1.38) 


uü 
| Gi ()]< ci T° View: {</2, 1 — 7/2? (1.39) 


On démontre un analogue de (1.38) pour £{ = +/2 et { — 1—-+/2. 
Dans cc cas, le reste est évalué par 


[Gi()ls cs <, 2; L=S2 (1.40) 


Au numéro précédent, nous avous utilisé pour la solution exacte 
«# le développement 


Uy+us=u + uw + er + ua” + L, 


où 
[te (Is cort Vie. (1.41) 


On lc récrit moyennant l'équation (1.1), 1l vient 
+ ,,, + ,, 
Ur+uy=f + UT + —u" + LC. 
PF TES . Ce 


On retranche cette relation de (1.38) et on introduit la notation 
= = w" —u. On a 


ete; = Gi — Vieà.. (1.42) 
Les conditions initiales (1.2), 1.6) entraînent 
e* (0) = 0, (1.43) 


si bien que la solution du système (1.42), (1.43) admet un analogue 
de l'estimation (1.20) pour 7°, à savoir 


PIPPO NIET 
O+ 
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Avec les estimations (1.39) à (1.41), on est conduit à 
Il e° | c,=< (c++ 2c; + ce), 


relation équivalente à (1.34). 

Ainsi, on a démontré que la convergence de la solution du pro- 
blème (1.32), (1.33) vers la solution exacte est d'ordre 4. 

Cette tactique qui consiste à interpréter la méthode des diffé- 
rences d'ordre supérieur comme un procédé de mise en œuvre des 
schémas instables d'ordre d’approximation élevé (voir également 
[55]), nous paraît très constructive. Dans les paragraphes suivants 
du Chapitre premier, nous l’exposerons en termes généraux. 

On note une différence d’avec l’extrapolation de Richardson: 
on construit cette fois les deux problèmes aux différences sur un 
même réscau. Cette propriété de la méthode ne dépend pas du pro- 
blème différentiel et avantage celle-ci dans une certaine mesure 
lorsqu'il s’agit des problèmes pratiques. Par contre, le second mem- 
bre de l'équation (1.33) est beaucoup plus compliqué que celui de 
(1.5), ce qui en détermine souvent un coût notablement plus grand 
en calcul automatique. é 


1.1.3. Exemples numériques 
Soit le problème 
w+u—=t(+ D", {Ee(0, 1), 
& (0) = 1. 
Il a pour solution la fonction #({)—(1+4)"1. 
On a construit pour M, — 5:2F-1, k — 1, ..… , 5, les réseaux 
&-, et résolu sur chaque 6&., le problème aux différences (1.5), 
(1.6). On a trouvé Iles erreurs maxima ‘ 


E(Mi)=ut—ulos. 


En coordonnées logarithmiques, leur dépendance par rapport à M, 
est représentée sur la fig. 1.1. On a formé pour chaque réseau de 
pas +, la combinaison linéaire de deux solutions 


(1.44) 


U"* (1) — + nr) —— ur (D), eos 


ct calculé l'erreur maximun 
#k = || UE — nu Il c, TE (1.45) 
On détermine naturellement l'efficacité de l'algorithme en rappor- 


tant (1.45) à Af, + M4, car deux résolutions sur machine du pro- 
blème approché (1.5), (1.6) nécessitent des opérations en nombre 


24 GENERALITES [CH. 1 


proportionnel à 1/, + M,,,. En outre, M, +A,,, caractérise le 
nombre de calculs du second membre, ce qui constitue un critère 
supplémentaire pour comparer les méthodes par différences. 


On a mis en œuvre la méthode des différences d'ordre supérieur. 
On a trouvé par élimination de Gauss avec choix du pivot maxi- 
mum Jes solutions 2° du système « douteux » (1.31) pour cinq 
M, cités ct les erreurs maxima associées 


Pr = ve —ulc, +. 


10 20 40 80 160 320 640 M 


Fig. 1.1. Erreurs maxima sur les solutions appro- 
chées du problème (1.44) 


1 — crreur sur la solution du schéma de Crank-Nicliolson (1.5), 

(1.6); 2 -erreur sur la solution extrapolrée (1.22); .5-- erreur 

sur Ja Solution du probléme edouteux» (1.31) ; { — erreur sur la 

solution du probléme (1.32), (1.33) obtenve par la méthode des 
différences d'ordre supérieur 


Vu le nombre de fois qu'on calcule le second membre de (1.31), on 
a rapporté cette quantité à AM, (fig. 1.1). On a cherché pour chaque 
M, la solution w'* du problème aux différences (1.32), (1.33) ct 
calculé l'erreur 


QG = |wtr— 4. Îl c, TR ° 


On définit æ* à condition de résoudre au préalable le problème 
aux différences (1.5), (1.6), si bien que &, a été rapporté à 2 1, 
(fig. 1.1). | 

On a regroupé dans le tableau 1.1, pour illustrer la convergence 
ponctuelle, les erreurs sur les solutions approchécs relatives à plu- 
sicurs nœuds. En calcul automatique, les erreurs relatives d'arrondi 
se sont situées au niveau de 1074. 
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Tableau 1.1 


Erreur sur La solution Erreur sur la , 
du problème (1.5), (1.6) Erreur sur la solution du | Erreur sur li 
Solution solution système solution du 

u exacte RG SE cxtrapolée (1.22) «douteux» problème 
se (4) pour + = 1/80 (1,31) (1.32), (1.39) 
+ -: 1/80 + — 1/160 pour + = 1/80 pour + = 1/80 


0,1 10,909090 | 1.46: 1077 3,66: 1078 | 2,75. 1011 3,29. 1076 2,07. 10-78 
0,2 [0,853333 | +4,14S-10-° 1,20. 10° 4,12. 10711 6,95. 107% 1,SS- 107 * 
0,5 |0,769250 | 7,84: 1077 1,96 - 107 4,77. 10-11 9,29. 107€ 1,72. 1078 
0,4 10,714285 | 1,10: 1076 2,75- 107 5,03- 10-11 1,18- 1075 1,56 - 1078 
0,5 |0,666666 | 1,37- 107 5,43- 1077 5,04- 10-11 1 55-1078 1 42. 1078 
0,6 |0,625000 | 1,60: 1079 3,99. 1077 4,93- 10-11 1,49. 1075 1,29. 1078 
0,7 |O,5S8235 | 1,77- 10-64 14,45. 10 7 4,73. 10711 1,62.10 © 1,17. 1078 
0,8 |0,555555 | 1,90: 10- 4,75-10-* 4,49. 10711 1,69. 10-85 1,07. 1078 
0,9 10,526515 | 1,99. 10-5 4,97. 10-7 4,22. 10-11 1,77. 10-56 9,68 - 10°? 
1,0 |0,500000 | 2,04: 1075 5,11: 10-° 3,94- 10711 1,79. 10-$ 7,98- 10? 


Le tableau et la figure confirment les estimations théoriques 
obtenues antéricurement. Quant à la solution v* de (1.31), son peu 
de précision provicnt de la propriété, pour la matrice de ce système 
« doutcux », d’être mal conditionnée. A la lumière de ces faits, on 
peut dire de la méthode des différences d'ordre supérieur qu’elle 
s’est présentéc en cffet sous forme de mise en œuvre simple ct stable 
d'un schéma aux différences plutôt mauvais dont le seul avantage 
est son ordre d'approximation élevé. 


1.2. Théorème du développement 


Dans lc paragraphe précédent, nous avons donné un exemple 
de raffinement de la solution approchée par l'extrapolation de 
Richardson pour un problème concret. La méthode s'appuyait sur 
le développement 

WU =u+TUu+ nn sur ©., (2.1) 


avec v une fonction indépendante de +. On se propose d'établir 
sous forme abstraite, pour une vaste classe de problèmes, des condi- 
tions suffisantes d'existence de (2.1) dont les termes du second 
membre sont en nombre quelconque. 


Soit, dans l’espace R” de dimension »#, # > 1, un domainc borné 


Q. On désigne sa fermeture par Q. Soit un problème de la physique 
mathématique : 


Lu =/f dans 9, 


2.2 
lu=g sur D. 2) 
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Ici L et / sont des opérateurs différentiels linéaires et D est la fron- 
tière (ou une portion de frontière) de Q. Les fonctions /, g, # ont 
pour domaine de définition Q, D et Q respectivement. 

On introduit dans les espaces des fonctions ainsi définies les 
rs M: (Q), N4 (D) ct P, (QG) dépendant d’un paramètre entier 
rt > 0. 

Dans la suite de l’exposé, ces classes caractériseront de règle 
la régularité du second membre de l'équation, des valeurs à la fron- 
tière ct de la solution même. Leur choix cest essentiellement dicté 
pour chaque problème concerné par les résultats de possibilité 
connus. S'agissant des équations du type elliptipue, on a, par 
exemple, pris naturellement pour M,, N,et P, les espaces respectifs 
C'*? (à), c'*?* (T), C**?** (G) des fonctions hôldéricnnes. L’exis- 
tence et la dérivabilité des solutions des équations différenticlles 
ordinaires sont le mieux étudiées pour C” [0,1], si bien qu'il y a 
intérêt à interpréter M, et P, en termes de ces espaces. L'ensem- 
ble D est alors réduit à un ou deux points, et la classe N, devient R 
ou R:. 

De ce point de vuc, la condition suivante est en général relative 
au domaine de définition du problème ct aux coefficients des équa- 
tions (2.2), et elle caractérise la possibilité du problème pour les 
seconds membres réguliers. 


CONDITION A. Etant donnés k entier arbitraire, O<k<m, cl 
deux fonctions f e M, (Q),g € N, (D) quelconques, le problème (2.2) 
possède une solution unique u € P, (QG). 


La résolution numérique du problème commence par la construc- 
tion du réscau f, € & de k variable qui peut être aussi petit qu'on 
lc veut. On cherche la solution approchée dans l’espace des fonctions 
discrètes définies aux nœuds de ,, et on remplace le problème 
différentiel par un système (algébrique) d'équations aux différences 
finies qui sont définies aux nœuds de certaines parties finies 0,c Q 
et D,c D). Les parties %,, à, et D, sont les analogues discrets 
des ensembles à, A ct D respectivement. Le problème s’écrit donc 


Liu = /f sur Q,, (2.3 
LL, ut — g sur D,. 
Ici L; ct /,; sont des opérateurs algébriques linéaires et #* est une 
fonction discrète qui approche aux nœuds de G; la solution # du 
problème différentiel initial. On munit les espaces vectoriels des 
fonctions discrètes définies sur @,, à;,, D, des normes respectives 
MEME 
On énonce en termes de ces normes unc condition caractéristique 
de la possibilité du problème aux différences (2.3) ct de la stabilité 
de sa solution. 
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CoNprrIoN B. Soit Ÿ" une fonclion discrète. Si elle a pour do- 
mainc de définition l'ensemble Q, ct cst solution du problème 


L, Li Es sur Q:, 


ln, gt = où sur D el 
Y > h 


avec f*, g* des fonctions discrètes définies sur Q,. D, respeclivement, 
alors on «a l'estimation 


lle, < (a, + st) (2.5) 


On note que (2.5) entraîne l’unicité pour (2.3). En effet, ce pro- 
blèmce admet une solution unique pour n'importe quel second membre 
si le problème homogène associé n’a pas d'autre solution à part 
la solution triviale. Or, c'est justement le cas du problème homogène 


L, ch = 0 sur Q,, 
1, ©*—0 sur D,, 


car l'estimation (2.5) entraîne || €” lg, = 0: D'où E* = O0 sur O4. 


Voici une condition qui se rapporte directement au procédé 
d'approximation des opérateurs différentiels par des relations aux 
différences. 


ConpiTion C. /l existe pour toute fonction 9e P, (QG), O<sk< 
<m, les dévelohppements* 


k 
L, 9 = Lo+ ÿ ha;+o* sur à. 
dr (2.6) 
hp = lp + >, kb, + p* sur D,, 


j=1 
les fonctions u,, b, élant indépendantes de h, a, eM,, (Q), b,e 
EN, (D) et Les resles o*, p" étant évalués par 


h k+ h k 
lotla,< at He'lo,< che, (2.7) 
ou les constantes c;, c, sont indépendantes de h et 8> 0 ne dépend 
pas de h, k et ©. 
Avec les conditions citées, on obtient pour la solution discrète 


u* du problème (2.3) un développement analogue à (2.6). 


* La somme dont la limite supérieure est plus pelite que celle inféricure est con: 
sideréc nulle, et le produit jouissant de la méme propriété est 1. 
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THÉORÈME 2.1. On suppose que les problèmes (2.2) et (2.3) vc- 
rifient les conditions À, B et C ct que feM,, (Q), geN,, (D). La 
solution discrèle u* admet le développement 


U* = 1 + hv,+n* sur  Q. (2.8) 
u 


lei Les fonctions », sont indépendantes de h, v,e l,., (Q), ct le reste 
n* els majoré bar 


mt 
Intllg,< ca AT (2.9) 
la constante cs étant indépendante de h. 


DÉMONSTRATION. Soit un ensemble quelconque de fonctions 
v,e PP, (Q). j = 1, ..….. m. indépendantes de . Connaissant v, 
. k ” e e 0 . « 

ct deux solutions # ct #”, on définit la fonction discrète 


= ut — un — Ÿ JP “, sur 0. (2.10) 
j=1 


On porte dans (2.3) #* exprimée à partir de (2.10), il vient 


L,u + Ÿ hL,v, + Lin = sur (,, 
ou (2.11) 
Lu + ke, + lg sur D,. 
À 
On a, conformément à la condition €, 
Liu = [+ Ÿ k° ao, ; + 6, sur  ,, 
… (2.12) 
Lut= gg + h° bo, ; + pà sur  /), 
D 
et 
m—) : 
de (2.13) 
EL v = lv, + Ÿ, hb,;+e6; sur D,. 
ini 
Ici 


Ep, à (= Mes (Q), b;, 5 € Nuit (D), (2. 14) 
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aj,:, 0j,; ne dépendent pas de #, et les restes vérifient les inégalités 
k m—ji6 h m—)jt8 = 
losiln,<ciih , NPilo,<c2h 7 (2415) 


avec les constantes c;,, ct c;,2 indépendantes de #. On se sert des 
développements (2.12), (2.13) pour ramener (2.11) à la forme 


p+S rat SV ait Ÿ  ch+ La — sur 0, 


j=i SR 1 (2.16) 
mo. mm en. 
g + ÿ k Lo, + ÿ Je ÿ kb, ; + ÿ Rei+l = ge sur D, 
j=1 j—0 5-1 370 
On pose 
M =Vhs,.  =YWe, 
j—0 3-0 
et on utilise les estimations (2.15), il vient 
m on | 
] E Î à, < hr "Res I ré ] D, < } Cr (2.17) 
où 
Ca Re ÿ Cj,1, Cs = Cj,- 


Avec les notations introduites, les relations (2.16) deviennent 
au prix de plusieurs transformations simples 


> (Lu, + Ya, _ ) + EH I 1-0 sur Q,, 
j=1 im 


| 
© 
Un 
[er 
+ 
C 
” 


m | j 
ÿ V4 lv, + Dhs) + +1, 
j=1 il 

Ainsi, on a obtenu, pour un ensemble quelconque de fonctions 
0; EP; (Q) ct pour 1 définic par (2.10), les égalités (2.18) dont 
les restes £* ct €* admettent les majorations (2.17). 


On assimilc maintenant v,, ÿ = 1, 2, …., », aux solutions des 
problèmes différenticls 


j 
Lu, = — di, ; dans Q, 

L 

: (2.19) 
lv, = — ÿ bi ;,; sur D. 
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La fonction v, cst par exemple solution du problème 
Lu, = — 4,1 dans 9, 
Ëv, = — bo,1 sur D. 


La condition C entraîne pour le développement (2.12) que &0,1€ 
€ Mn-1 (Q) ct bo,1 € Vy- (D). Aussi v, est définie univoquement ct 
V,€ Pm1 (Q) (voir condition A). On suppose connues v,e P,_;(û) 
pour j=1,.…., k, 1 < k < m. La condition C implique pour j — 
=1, .., # la validité de 4 développements (2.13) vérifiant (2.14). 
On écrit le problème (2.19) pour 7—k+1: 


k+1 
Lors = — &xiri,i dans A, 

2 

. (2.20) 
lox HI = — by; i sur D 

2 


Etant donné (2.14), les seconds membres sont dans M,,_4-1 (Q) 
et Vn-x-1 (D) respectivement, si bien que le problème (2.20) possède, 
par suite de la condition À, une solution unique %41€ Ph-x-1 (Q). 
Cette solution est manifestement indépendante de #. 

Ainsi, nous avons donné pour —1, .., » un procédé de géné- 
ration des fonctions ve P,_;({) indépendantes de #4. Cette col- 
lcction de v, satisfait également aux identités (2.18) et aux csti- 
mations (2.17), et les relations (2.18) s'écrivent en raison de (2.19): 


L,n= — E* sur à,, 
1,9 = —€" sur D,. 
La condition B détermine l'inégalité 


Ils, < ca, + UE). 


Avec les majorations (2.17), on obtient (2.9) où c;=c(c;+c:). 
On exprime #* moyennant (2.10) et on est conduit à l'affirmation 
du théorème, i.e. au développement (2.8) ayant les propriétés 
voulucs. 


Dans le paragraphe suivant, nous analyserons une méthode 
d'amélioration des solutions aux différences qui s'appuie sur le 
développement démontré, ct nous reprenons pour le moment la 
condition C. Nombreux sont les problèmes aux différences où les 
cocfficicnts 4,. b, de (2.6) s’annulent pour ÿ impairs. Un exemple 
en a été donné dans le paragraphe précédent. Par conséquent, nous 
sommes amenés au développement (2.8) suivant les puissances paires 
seules de #. Cette circonstance permettra de réduire sensiblement 
le nombre d'opérations cn calcul automatique. On énonce donc 
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la variante correspondante de la condition C et le théorème du 
développement associé. 


ConpiITION D. Il existe pour loute fonction 9e l’n_2x (Q), k — 
= 0,1,..,s,s —=[m/2], les développements 


s—k 
L9®= Le + ÿ h°? a; + où sur 0. 
== 1 


J 


A (2.21) 
1, ® == lo + Ÿ h° b,+ p* sur L),. 


je 
les fonctions u,, b, élant indépendantes de h, ae Mur»; (Q), 
b,jENm.2r.2;(1)) et les restes élant évalués par 


Hotlln,< co ANR, [pif < ce AMAR, (222) 
À 


où les constantes c, c; sont indépendanies de h et R ne dépend pas de 
h, k et ©. 


THÉORÈME 2.2 On suppose que le problème différentiel (2.2), 
et son analogue aux différences finies (2.3) vérifient les conditions À, 
B et Det quefeM, (9), geN, (D). La solution discrète u* admet 
le développement 


uh = 4 + ÿ hu, + mn sur (2.23) 
j=1 
Ici les fonctions v, sont indépendantes de h, v,e1°,_2,(Q), ct le reste 
n* est majoré par 


Intlla,< ce 2". (2.24) 


la constante c* étant indépendante de h. 


La démonstration des relations (2.23), (2.24) est analogue à 
celle du théorème précédent à la différence que tous les calculs 
relatifs à la partie régulière des développements ne s'effectuent 
qu'avec les puissances paires de z. 


REMARQUE. Dans plusieurs problèmes, l'équation aux dif- 
férences /, #* — g coïncide avec la condition aux limites /# — g 
sur D,. si bien que b, et p* de (2.6) et (2.21) s’annulent. Alors on 
simplifie la condition B sans altérer les résultats des théorèmes 2.1 
et 2.2, à savoir on a la 


CoNDITION B'. On suppose que la fonction discrète 4” est définie 
sur Q, el est solution du problème 


L,Y"=/f" sur à,. 


(2.25) 
I] =0 sur D, 
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f* étant une fonction discrèle de domaine de définition @,. Alors 
L* est majorée par 
kh h 
PAPER (2.26) 


Cette condition entraîne clle aussi l’unicité de la solution du 
problème discret (2.3). 


1.3. Accélération de la convergence 


Nous allons utiliser les développements des théorèmes 2.1 ct 
2.2 pour raffiner les solutions approchées du problème (2.3). On 
munit les fonctions discrètes définics sur Q, d’une norme uni- 
forme, i.c. 


Il v || ü, — Max [e(x) |: (3.1) 
x E 0, 

On étudicra d'autres cas au fur et à mesure qu'ils interviendront. 

On suppose qu'une suite de domaines de discrétisation Q,, de 


pas 4 > kB > 5 ny > 0 vérifient les conditions du théorème 
2.1. On exige que ces réseaux possedent l'intersection non vide: 
m+) 
km 
Selon la condition B, le problème aux différences finies 
Liui=/f sur ,, (322) 
ju = g sur D, 


admet une solution unique pour chaque valeur du paramètre k = h.. 
On désigne cette solution par #"#. Toutes les #"# sont définies sur 
0, . 
Considérons le système 


m +1 
VE. —= 1; 
km] (3.3) 
m +1 | 
Y, hi = 0, = 1... ,m. 
k=] 


Si l’on lit le début du $ 7.2, on voit que son déterminant est #0, 
si bien qu'il y a unicité. On forme la combinaison linéaire avec 


les poids connus Ÿ,: 
m-+1 


U“" (x) — ÿ Ta ue (x), xe (y, (3.4) 
k=1 


, : H à 

et on démontre que la solution U” est plus précise que chacune 
h 

des solutions # #. 
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THÉORÈME 3.1. On suppose que les domaines discrélisés G,, de 


paramètres h,>...>8h, > h:1 > 0 satisfont aux conditions du 
théorème 2.1 pour la norme uniforme (3.1) et qu'on a l'inégalité 


hullusa > 1 + di, R = l;.,m; (3.5) 
avec la constante d, > 0 indépendante de h,. On a dans l'intersection 
non vide À, l'estimation 

max|UŸ—ul|<d ne, (3.6) 
H 
où U" est la solution cxtrapolée (3.4) munie des poids Y, définis à 


partir du système (3.3), u la solution du problème différentiel (2.2) 
el d, une constante indépendante de h,. 


DÉMONSTRATION. On fixe un point quelconque x de Q,. D'après 
le théorème 2.1, on a en ce point les développements 


a'e(x) = u (x) + Ÿÿ hi 0, (x) + WE (x), 
j=1 (3.7) 
k =1,2,...,m + 1, 
avec v,(x) indépendantes de #, et les restes admettant la majoration 
| WE (x) |< |] ne [ 6, < Cg pre (3.8) 


On transforme le second membre de (3.4) à l’aide du développement 
(3.7), il vient 


U“* (x) = Sn u (x) +Y y Ya hi, (x) + Su ne (x). (3.9) 


Les quantités v, (x) étant indépendantes de À, le système (3.3) en- 
traîne 


m+1] m m m+1 
ÿ, ÿ Ya Av, (x) = Ÿ (x) YU hi= 0. 
k=l j=1 j=1 Am! 
De plus, 
mil 
ÿ au(x) = u (x). 
k=1 


Aussi l'égalité (3.9) se récrit 
mt 


U" (x) = u (x) + ÿ, Va ne (x). 
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D'où 
m+1 


VAOETICIFSNEAIELCIE (3.10) 


h=] 


On évalue | Y, | par recours au lemme 2.3, $ 7.2. Ce lemme im- 
plique en vertu de (3.5): 


Fale (4) RE 1,...,.m + 1. 


Avec cette estimation et l’inégalité (3.8), on ramène (3.10) à 


m+1 1 +4 m 1 +4 m 
LU* (x) — u (x) | <Ÿ, (+) RP < com ra Mie 
_… di d 


1 


On pose 


1 


auquel cas 
| U* (x) — u (x) |< d, pere xe Qy. 
d'où (3.6), i.e. le résultat cherché. 


Voyons deux procédés de resserrement des réseaux parmi les 
plus répandus. Le premier consiste à choisir une succession de do- 
maincs discrétisés Q,, associés aux paramètres #4, — #/k, où k# > O, 
k—=1,...,m +1. Dans ce cas, la condition (3.5) est remplie pour 
tout # > 0, et la constante d, — 1/m. Le système (3.3) devient 
pour ces paramètres 


ÿ, Ya = ii, 
Ak=] 
m +1 
ne — 0 += IL] 
iml 4! 


Conformément au lemme 2.1, $ 7.2, sa solution est cherchée sous 
forme explicite 
(— Ne em+1 
Re k—= 1, , L. 3.11 
F Okim=k+D! Éd Fo 
Le tableau ci-dessous donne les poids Y, calculés par (3.11) 
pour plusieurs ". 
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Tableau 1.2 
m | ÿ1 | Y2 | Y3 | Y: | Ys Ye 
1 — | 2 
1 9 
2 — —4 — 
2 2 
| 27 32 
3 — — 4 — — — 
6 2 3 
, 1 s | s | 13] 6: 
24 3 4 3 24 
; 1 | 4 | _a | 25 sus | 324 
7 120 3 4 3 7 24 5 
Paramètre h h[2 h][3 h[< h]5 h|6 


On voit que Y, croissent sensiblement avec l’augmentation de "”, 
ce qui entraîne l’importance plus grande des erreurs d’arrondi et 
des autres erreurs irrégulières dues à l’imprécision de la soluticn 
des problèmes aux différences (3.2). Si l’on travaille avec une capa- 
cité faible, ce facteur risque de s'avérer décisif. Dans le second 
procédé de resserrement, la croissance des poids Y, cst moins catas- 
trophique. 

On prend 4, = h[2"",. où h>0,k— 1,... ,m» + 1, auquel cas 
la condition (3.5) est juste pour tout # > O et la constante d, — 1. 
Le système (3.3) se récrit 


m+1 
Ye — 1, 
kr1 
mt y (3.12) 
Ni = 0, D, se QUE 
Per 21 ) 


Ses solutions associées à plusieurs »# sont données dans le tableau 1.3. 
On voit sans peine que Y, augmentent plus lentement. 
S'agissant des développements (2.8) à partie régulière contenant 

de nombreux termes, le dernier choix des paramètres #, garantit 

des résultats plus précis. La résolution des problèmes (3.2) avec #, 

h]2, hf4, .. exige par contre une masse de calculs sensit:lement 

plus importante que dans le premier cas. Diminuer le pas de moitié 

équivaut de règle pour les équations différentielles ordinaires à 
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po 


Tableau 1.3 
m | Y1 | Ye | Y3 | Ya | Ys 
1 4 2 
8 
2 25 — 
3 3 
3 1 DE 8 64 
7 21 3 D 21 
; 2 8 64 1024 
315 21 9 7” 21 315 
' 1 2 8 64 1024 
|” 9765 315 7 63 63 315 
Paramètre h h[2 h[4 | h|8 h[16 


augmenter de deux fois l'effort de calcul (cette augmentation cst 
encore plus grande pour les problèmes à plusieurs variables). 


I1 y a donc intérêt à prendre plusieurs paramètres successifs 

de la série (voir [1311) 
h, h]2, h[3, h]4, k]6, L]8, h/12, … 

pour lesquels la quantité de calcul à exécuter ne croit pas trop avec 
la diminution des pas. D'autre part, la constante d, de la condition 
(3.5) garantissant la propriété de borne de | Y, | est prise égale à 1/3 
quelle que soit la longueur de la série partielle choisie. 

On note qu’on calcule la somme 

m+1 


ÿ Vus (x) 


CLR 
par l'algorithme de Neville sans résoudre au préalable le système 
(3.3). En effet, soit le tableau d’extrapolation 
po nee | MR 
T! 2 T! Tim—1) 


T9 TN) 


(t) 
Th 
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On pose 
TN = wi (x), j=1,2,...,m +1. 


On procède par itérations en calculant de POÈRE en proche 
les éléments des colonnes de numéros 1 —1,2,...,Mm: 


{i—1) (i—1) 
hits T; hi Ti. 


19 = j=l,..m—it+i1. 


hi;,y—k; 
On obtient finalement 


n+1 


Ti) — To ya 4 (x). 


La démonstration de cette égalité est faite au $ 7.2. 
L'algorithme de Neville est particulièrement indiqué pour " 
grands si le calcul direct de y, à partir du système (3.3) s’avère 
difficile ou si l’ordre m de l’extrapolation de Richardson est choisi 
au cours du calcul. Dans le cas particulier des réseaux de # tels que 


h,— hjai-1, où h>0, a>1, i—1,2,...,m+l, 


l'algorithme de Neville conduit à la règle de Romberg (voir F125]). 


On énonce des résultats analogues pour le cas important où la 
partie régulière du développement ne renferme que les puissances 
paires de h 


Soit »: un entier naturel et s — m2. On construit les domaines 
discrétisés {,, avec les paramètres #, > .… > hk,11 > 0 et on suppose 


remplies les conditions du théorème 2. 2: Alors on définit sur chaque 
réseau 0,, une solution ### du problème aux différences (3.2). Si 


Qy = n 0, F D, 
k= 1 


alors toutes les solutions sont définies sur f),. 


Soit le système 


(3.13) 


Comme #, # h,, k Æ j, les résultats du $7.2 entraînent que 
le déterminant du système est non nul. Il existe donc une seule 
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solution +,, ..…, ,4,- On forme la combinaison linéaire avec les 
poids y» : 
s+1 


UH (x) = ÿ uk (x), x € Üy. (3.14) 


ct on démontre que UF approche # micux que w#x. 


THÉORÈME 3.2. Etant donnés les paramètres h > ... > heys > 0 
lels que 


PUITS > | + da. Herbes (3.15) 
avec la constante d; > O0 indépendante de h,, on supposc que le pro- 
blème (3.2) et les réscaux Q,, vérifient les conditions du théorème 2.2 


pour la norme uniforme (3.1). Dans l'intlerseclion Q, des réseaux 
a lieu l'estimation 


max [UA —u| <4,1,"t8? 5.16) 
H 


où UM est la solution extrapolée (3.14) munie des poids ÿà définis 
à partir du système (3.13), 1 la solution du problème différentiel (2.2) 
et dy une constante indépendante de hs. 


DÉMONSTRATION. On fixe x quelconque de Q,. En vertu du 
théorème 2.2, on a en ce point les développements 


uha (x) = u(x) + > hÿ v, (x) + nt (x), Rs lis Sels 


J=1 
On les porte dans le second membre de (3.14), il vient 
s+1 s+il ss s+1 
UH (x) — Ÿ ve (x) + Ÿ, ÿ RE ya 03 (x) + Ÿ y: N 4 (x). (3.17) 
k=1 k::1 j=l A=1 


Les quantités v,(x) ne dépendent pas de k, ct y, satisfont au système 
(3.13), si bien que 


s+1 s s s+1 
> D RE + v, (x) = L vy (: 1 L Ye rs 


La première équation du système (3.13) entraîne 
s-+1 
Sn sm nt: 
Rk=1 

c'est pourquoi 


UH (x) = u(x) + Ÿ, Va NA (x). 
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D'où 
s+1 
QUE (x) —#(x)] < Yi lv nt (x) 1 (3.18) 


Az! 


Les restes n'* sont évalués par 


n: +6 
[nt (x)| < cs hs 


(th. 2.2). Etant donné (3.15), on est pour (3.13) dans les conditions 
du lemme 2.4, $ 7.2, ce qui permet d'évaluer les poids y, : 


_{ 1+24d,+ d }‘ 
el [RS - É k=1,.,s+ ll. 
2d, + dà 


Avec les estimations obtenues, l'inégalité (3.18) devient 


s+1 s m+8 
[UAH (x) — u(x) | < Ÿ (rs ghz < 


km] 
1 SE 
< af #48 pute. 
24, + d5 
On pose 
HAE | 
da = Cl — "2 ——©—| . 
24, + ds 


Comme 4, est indépendant de #,, on a 


m+$8 
[UF (x) — u(x)| < dk, Vxe y. 
1.e. le résultat cherché. 


Quel sera le comportement des solutions du système (3.13) si 
l'on resserre les nœuds des réseaux par deux procédés décrits plus 
haut? Dans le premier cas, on a choisi les paramètres par la formule 
h, = hJR,où h>0,k = 1, .…,s + 1. Il est aisé de vérifier la con- 
dition (3.15): quel que soit # > 0, la constante 4, est égale à 1/s. 
Avec ce jeu de paramètres, le système (3.13) s'écrit 
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Le lemme 2.2, $ 7.2, implique la formule 
TE s+R+ Disk NI D on 


Le tableau 1.4 donne pour plusieurs »m les valeurs des poids ainsi 
calculés. 


Tableau 1. 
m | S | Yi | Ya | Ya | Y: | Ys 
4 
2 1 - 
5 3 3 
4 2 ne LS RL 
5 24 15 40 
6 3 |__| 16 | 7297} 1024 
7 360 45 280 315 
8 ’ I 64 6561 16384 390625 
9 8640 945 4480 2835 72576 
Paramètre h h/2 h[3 h[4 h|5 


On signale qu'avec l'augmentation de #7, y, croissent en valeur 
absolue plus lentement que dans le cas général où la partie régulière 
du développement renferme des puissances impaires de #. 

Le second procédé a consisté à choisir k, tels que #, = h/2r-1, 
k= 1, .,Ss+ 1, avec À > 0 une valeur initiale. On établit sans 
peine que la constante 4, de (3.15) peut être prise égale à 1. Le 
système (3.13) devient par des transformations insignifiantes 

s+1 


Ÿ = |, 
k= 1 
s-+1 


Ye = Te 
» un 0 PTE 


k=1 


(3.19) 


Voici ses solutions pour plusieurs m (voir tableau 1.5). 
La croissance en valeur absolue des +, est encore plus tempérée. 
S'agissant de »m importants, il y a intérêt à renoncer au calcul 


direct de la somme 
s+1 


U (x) = VS ve ut (x) 


K=1 
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Tableau 1.5 

7”. | . | Yi | Ya | Y3 | Ys | Ys 
2 | 4 
3 ET 73 

3 3 
À ; no a I 07 
5 id 45 9 45 
6 : 4 64 4096 
7 2835 135 135 | 2835 
8 4 64 4096 1048576 
9 722925 8505 | 2025 8505 722925 
Paramètre h h[2 k[4 k|8 h[16 


avec les poids trouvés à partir de (3.13) au profit d’une variante 
de l'algorithme de Neville. On reprend le tableau d’extrapolation 
de la page 36 et on a pour la colonne 0: 
TT = ni (x), j=1,2,..,m+ I. (3.20) 
Les colonnes suivantes sont calculées par la formule récurrentielle 
hip Ti = Tin 


es ER et. j=1,..,m—i+ ll; 


ts — (3.21) 
1—= 1,2,...,M. 


Finalement, 
(m) L h 
re ŸE us (x) 


(pour la démonstration voir $ 7.2). 


1.4. Raffinement par les différences d’ordre supérieur 
Soit, en notations du $ 1.2, le problème approché d'ordre élevé 
h —— 
S,u —/f sur Ô,. (4.1) 
sw =g sur D,, 


où S,, &, sont des opérateurs algébriques linéaires qui sont des ap- 
proximations d'ordre élevé des opérateurs différentiels L, 2 sur les 
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réseaux Ü,. D,. Ils sont de règle plus compliqués que L,. !,. On 
suppose qu'on est pour ces opérateurs dans la 


CoNDITION E. Toute fonction p € P, (Q), O < À <m, vérifie 
les inégalités 
IS o—Loln, <cAT, 
k. 
Us e— lollp, < ok. 


Si l’on démontre la condition B pour le problème (4.1), il cxiste 
une solution unique #*. Selon le théorème de convergence (voir 
p. ex. f1121), la stabilité et l'approximation entraînent la conver- 
gence de #* vers la solution exacte, et cette convergence est d'ordre 
élevé. Si l’on est, disons, dans la condition de régularité # e P,(Q), 
il en résulte l'estimation 


| 2 — «|| ûü, <6u re (1.2) 


La résolution du problème (4.1) s’avère délicate si sa matrice 
est de structure compliquée. Si la stabilité de (4.1) n’est pas justi- 
fiée, toute tentative de le résoudre reste pratiquement vaine par 
suite du conditionnement mauvais ou de la dégénérescence de sa 
matrice. 

Si la recherche de la solution du problème (2.3) est de règle 
plus simple, il approche par contre le problème différentiel à l’ordre 
peu élevé. Considérons dans cette optique plusieurs itérations du 
procédé 


L'un = f+ L'Hi—S'ux sur à. (4.3) 

j* Uhj == g + Mu ui sur D, . (4.4) 
k = 0,1, ...; 

uo=0 sur . (4.5) 


On rèsout à chaque pas un problème de la forme (2.3). On montre 


que la solution obtenue #4 approche sous certaines conditions la 
fonction # avec une grande précision. On a besoin de la 


CONDITION F. La solution du problème 
Law Lu — So sur à. 
Mag Lu —s" à sur D), 


où v" est une fonction discrète quelconque définie sur Q,, admet la 
majoration 


k h 
I æ la, < Cie [| v la, 
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Les conditions citées sont suffisantes pour justifier unc pré- 


+ ; À : is = 
cision toujours plus grande des #3 successives obtenues par itérations 
(4.3) à (4.5). 


THÉORÈME 4.1. On suppose que les opérateurs L, L, L", , S”, 
s' remplissent les conditions À, B,C,E, FetquefeM, (Q),geN, (D) 
dans le problème (2.2). Les solutions uh, k = 1, ..…., m + |, du pro- 
cédé tlératif (4.3) à (4.5) admetient le développement 


m 
| : : 
à = ! + Ÿ h) Vis tra Sir Qi. (4.6) 
j=k 
Ici les Fonctions Vy,x Sont indépendantes de h. v,, € P,_, (G), 
et Le reste ny vérifie la majoration 


Ink lo, < de 2UTE, (4.7) 


DÉMONSTRATION. On note que #i coincide avec la solution #* du 
problème (2.3). D'après le théorème 2.1, on a donc pour elle le 
résultat voulu. On suppose la relation (4.6) et l'estimation (4.7) 
vraies pour un certain À > 1, et on se propose de les démontrer 
pour À + 1. 

Soit un ensemble quelconque de fonctions v,, z41 € Pn-s (Q), 
j= k + 1,....m, indépendantes de #. Avec ces fonctions et deux 
solutions #, #ku, on construit la fonction discrète 

ni = U — HN — ÿ, ho, psy SUT a. (4.8) 
J=hk+1 
On exprime #”° à partir de cette relation et on la substitue dans le 
premier membre de (4.3). On porte dans le second membre le dé velop- 
pement (4.6), il vient 


L'u+Y DT LA Vy, vei À Lu = 
jmhk+] 
Ad m 
= f + Lu » hf LU, à + L' n—S" u—Y, h? S* DE SV. 
j=1 j=1 
On utilise la condition F et on cffectuc des simplifications: 


m 
h.h 
Ÿ JE op, ge + L'ièn = 
j=mk+1 


D 


jh jh 
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où 
Î Gi |Iüs < C14 EL (4.10) 
On tient compte de la régularité de v;,4, v;,xt1 et on écrit par suite 
de la condition C: 
m— } | 
L° Via = LT; x + DNA À ;,i + 6. k sur 0. (4.11) 
i=1 
ñ — 
L Vj,kt1 — Lv; A1 + » h' B B; ; + Gi, ti sur Q;. (4.12) 
j=1 


Ici 4,,,, B,,eM,_,_, (Q);: 4,,,B,,,ne dépendent pas de 4, ct les 
restes véritient les inégalités 


Poll, <cs "TS, [oiap llgs < ce AT. (4.13) 
Les développements (4.11), (4. aidant, on récrit (4.9): 
m | j—k—1 
D (Loin + D Br — TE ) + 
jæR+I i=] 


+ | 4 hi = L' à __— S* ti + t? sur Q, (4.14) 
ct (4.10), (4.13) impliquent l'estimation du reste 


Its < cs ATre. (4.15) 
On obtient de même à partir de (4.4) 
J—Ak—1 J—À 
> h? (ls. a + ÿ bj_i,: qu) à Aj—i, s) + 
j=k+1 is] fi] 


+ ne Pris ni + Ps sur D,, (4.16) 
avec le reste évalué par 
IL e2 lp, < cie 4TTR. (4.17) 


Les fonctions 4,,,, b;,, sont indépendantes de h; a,,,, b,,,€ 
EN, (D). Ces fonctions figurent dans les développements résul- 
tant de la condition C: 


mi 
[* Vj,k — lo,» + D) aj,s + ci, sur D;, (4.18) 
=] 


m = j 


d* Vj,k+I = lo, di + Ÿ k' b;,: + ej, +1  SUT D,. (4.19) 
fan] 
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Ainsi, on vient d'obtenir, pour un jeu quelconque de v;, 41 € Fu; (Q) 
et n” définie par (4.8), les égalités (4.14), (4.16) avec les restes &?, 
à évalués par (4.15), (4.17) respectivement. 


On assimile v;, 41,7 = À + 1, ..…., ",aux solutions des problèmes 
différentiels 


jh j—k—1 
Lv;, k+E1 — À ;j-i, Le B;-_i, ; dans Q, 
7 is (4.20) 
lv; A1 —= ÿ djni,i — ÿ b;_;,; sur D. 
i=] it! 


En particulier, le problème « déterminer la fonction 141,719 
s’énonce comme suit : 
LTesi,k+i — Axs1 dans A, (1.21) 
loesr, ki = E,1 sur D. 
On a supposé que 71, ; vérifient la condition C, d'où l’on a tiré les 
développements (4.11), (4.12). Aussi 443,1, 4x1 sont parfaitement 
définies par 7”%,,;, ne dépendent pas de #, et A1 E Mmp 1 (Q), 
ax,1 € Nn-y1 (D). Aux termes de la condition A. le problème (4.21) 
possède une solution unique ÿr4i,ag1 € Pm—r1 (Q). 

Supposons qu'on connaît 4, x4t1 € Pm—n (0) pour n= À + 1, 
…,7j—1, où À+2 <ÿ < m + 1. En vertu de la condition C, les 
développements (4.12), (4.19) ont lieu pour # = À + 1,...,j—1. 
Soit le problème (4.20) de déterminer la fonction v;, 41. Les termes 
À j=i,i, 45-51, Sont définis, en raison de (4.11), par v; x connues, 
et les termes B;-;,;, b;_;,;, 1— 1,...,j—k— 1, sont parfaite- 
ment définis par les fonctions vk41,a+1, ..., V;j_1,x41 en vertu de 
(4.12), À ji, r B;-; i étant dans My; (Q) et Ai, ss b;_s, { dans 
Nm; (D). La condition À implique donc que le problème (4.20) a 
une solution unique %;, x41 € Pn—; (Q) qui est évidemment indé- 
pendante de #. 

Ainsi, on a défini les fonctions v;, 41, 9 = k + 1,...,m, ayant 
les propriétés voulues. L'ensemble de fonctions ainsi construites 
satisfait aux identités (4.14), (4.16). On simplifie ces identités 
moyennant les égalités (4.20): 


h .,h h -.h h -,.h ui 
L ES = L Va S° Nr + LC sur Oz, 


k k h .,h h .,h h 
l agi = Ù Nx—S Gg“—+ Pa sur D, . 
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à ; ” ds. 
Comment évaluer *£411? Soient deux problèmes auxiliaires 


h h h h RSA 
L'a-= LS, sur Q,. 


4.22 
l' c? -- l* Ok ne n} sur D, ( ) 
1° c2 = és sur Q, 3 
4.2 
Me: sur D. ) 


Dans les deux cas, il y a existence ct unicité par suite de la con- 
e e à # e h a 
dition B. On écrit 41 sous forme de somme ei + €, d'où 


lé+illa, alla, tele. 
S'agissant de (4.22), la condition F entraîne l’estimation 
Ier | D Cye Il x I] Gi 0e de RTS. 
Quant à (4.23), on utilise (4.15), (4.17) ct la condition B, il vient 
Mel, < cells, + lerlln,) < (ci + cie) ÉTÉ. 


On réunit trois dernières inégalités ct on établit pour hi une 
estimation de la forme (4.7). Avec 41 de (4.8), on obtient le déve- 
loppement (4.6) pour À + 1. L’arbitrairc laissé sur k démontre le 
théorème 4.1. 

Ainsi, l’ordre de précision augmente avec chaque pas du pro- 
cédé itératif (4.3) à (4.5): 


lily, = OU), eZ, m 


ri — 2 Il à, = O(4" TS). 


Quiconque voudra poursuivre les itérations dans le but d'obtenir 
une précision plus grande scra déçu dans son attente, car le procédé 
(4.3) à (4.5) donne un ordre de précision au plus égal à l’ordre d'ap- 
proximation du schéma initial (4.1). Si l’on continue les itérations, 
deux situations sont en général à envisager. Si c, < 1 dans la con- 
dition F, on montre l'existence ct l’unicité pour le problème (4.1) 
et on évalue la stabilité par une inégalité de la forme (2.5). Dans 
ce cas, le procédé (4.3) à (4.5) converge avec la croissance de À vers 
la solution du problème (4.1), dont l’ordre de précision est celui 


de #},+1. Comme le nombre d'opérations est proportionnel à k, l’ef- 
ficacité de la méthode dans son ensemble diminue. Si c;,, ne peut 
être inférieure à 1, le procédé itératif diverge avec À croissant, 1.e. 


e . e k A e à 
il donne licu à une suite non bornée des #3 même si le problème 
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initial (4.1) est stable. Soit enfin c;2 — 1. On obtient de plus une 
suite bornée des #4 d'ordre de précision au plus égal à l’ordre d’ap- 
proximation du problème (4.1). 

Ainsi, le fait de porter le nombre d’itérations au-delà d’une 
limite nécessaire n’améliore nullement la précision (et même il 
la réduit) tout en augmentant le coût des calculs. On conçoit que 
l'efficacité de la méthode s'en trouve amoindrie. 

Voyons le cas fréquent où l’on a affaire, au licu de la condition 
C, à la condition D dans laquelle les parties régulières des dévelop- 
pements nc renferment que les puissances paires de #. On a le 


THÉORÈME 4.2. Si l'on est, pour les opérateurs L, |, LL: 
S*, s*, dans les conditions À, B,D,E,FetfeM, (Q), genN. (D) 
dans le problème (2.2), alors les solutions à, k= 1, p+l;: 
p = [m/2]. fournies pur les itéralions (4.3) à (4.5) admettent le dé- 
veloppement 


Le. 
ui = u + DLL ZT + sur 0. (4.24) 
jh 
Ici v;, est indépendante de h; 1j € lm_2;(Q), ct le reste est 
évaluë par 


la, < dar. (4.25) 


La démonstration est analogue à celle du théorème 4.1 sauf 
que seules interviennent dans les calculs les puissances paires de # 
de la partic régulière. Avec les conditions du théorëme 4.2, le pro- 
cédé (4.3) à (4.5) garantit évidemment unc croissance plus rapide 
de l'ordre de précision d’une itération à l’autre: 


La — # ln, = O(#”). k = 1,..., p. 
Paper #lln = O (47 +). 


Ainsi. l'ordre dè précision donné par le théorème 4.1 est réalisé 
cette fois au bout des itérations environ deux fois moins nombreuses. 


REMARQUE 1. Dans de nombreux problèmes, la condition aux 
limites #"— g coincide sur D, avec sw = g ct lu — £, 
auquel cas on remplace la condition de stabilité B par la condition 
B' du $ 1.2 sans altérer pour autant les résultats des théorèmes 4.1 
et 4.2. Les conditions E et F se simplifient de façon correspondante. 


REMARQUE 2. S'agissant des problèmes à plusieurs variables. 
c'est la condition F qui s'avère la plus difficile à tester. La constant, 
C2 peut dépendre de À pour des normes simples d’emploi fréquente 
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Il en est alors également de d, des théorèmes 4.1, 4.2, et d, — 
— O((1+c2(4))* 7"). 11 en découle par suite du premier théorème 


as — « la, = O (AS (1 + cu (4) T7), k= 1,..,M; 
Lihi—alg = OU" +S (1 + c10 (D). 


Aussi le raffinement des itérations successives du schéma (4.3) à 
(4.5) n'apparaît, dans le cadre du théorème 4.1, qu'avec c,,(4) — 


= 0(#"). S'agissant du théorème 4.2, les estimations des pas d'ité- 
ration s’écrivent 


| ux — 4 la, O(R*(1 + c(4)) 7"), EE 
Ubai—allg,= OO SC + ve (2). 


si bien que l'ordre de précision augmente dès que c,, (A) — o(#7*). 


1.5. Certains procédés d’extrapolation 


L'extrapolation linéaire n’est pas le moyen unique pour accé- 
lérer la convergence des solutions approchées #* pour # — 0. On 
peut dire, de façon grossière, que son idée consiste à remplacer la 


fonction inconnue #* (x) (considérée comme fonction de la variable 
indépendante k) par le polynôme d'interpolation 


A1 


f(x) = Y re h'?, p= 1,2, (5.1) 


s—0 
dont la valeur /(0) est prise pour limite approchée lim #(x). D'’au- 
h+0 


tres classes de fonctions d’interpolation conduisent naturellement 
à d’autres procédés d’extrapolation. 


1.5.1. Extrapolation rationnelle 


On prend pour fonctions d’interpolation les fonctions rationnelles 
de la forme 


, p=— 1,2. (5.2) 


le plus grand degré des polynômes o({), d(/) étant au plus [k/2] 
et [(A + 1)/2] respectivement (la somme de ces nombres est égale 
à k). La classe des fonctions (5.2) contient en particulier les poly- 
nômes en #, et on s’en sert donc pour interpoler les développements 
de la forme (2.8) et (2.23). 
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On calcule évidemment les coeificients des polynômes ©, & par 
un procédé non linéaire assez laborieux. La valcur g(0) est par 
contre obtenue par les récurrences simples de Stoer et Bulirsch 
(voir [76]). Soit le tableau d’extrapolation 


On pose 
TN = 0 Vi=2,..,k; 
TD = ni Vi=1,2...,k, 
et on calcule la suite récurrentielle 


TE — 770) 1 — l;..,R=<7, 


RE eh 
DT-ETS- 


it) i—2) 
M Tin — Tÿpi 


TP = T5 - 5.3) 


Le dernier nombre calculé 7Ÿ" du tableau donne la valeur g(0) 
de la fonction rationnelle (5.2) qui parcourt les valeurs suivantes 
pour le jeu donné de #;: 

e(h)= u", 1=1,2,..,k. (5.4) 


On montre dans [76] que l’extrapolation rationnelle garantit 
en général à coût presque égal le même ordre de précision que l’extra- 
polation linéaire. 


Comparons ces méthodes dans le cas de la fonction 
U(h) = op + 1 4° + œo ht. (5.5) 


L’extrapolation linéaire sur deux valcurs #, k/2 du paramètre a 
pour résultat 


Uz = 4/3 u(h/2) — 1/3 nu (4) = ao — 1/4 & ht. (5.6) 
L'extrapolation rationnelle sur les mêmes valeurs de À aboutit à 
Ur = U(h/2) + [+ ( — Durs ih Cu (4/2) — u(h)1 — 

L 


3 u (A) u (h/2) 


= EUR (SE 


Au(h) — w(k/2) | 
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On a, compte tenu de la forme explicite de , 
(aŸ — co @e) h4/4 + Soyez h/16 + àà 9/16 


| (5.5) 
ao + Sa L*/4 + 21 as ht/16 


UR = Qo 
Soit «y # 0. Considérons la partic principale de l'erreur d’extra- 
polation dans (5.6) et (5.8). La dernière relation se récrit 


Ur = Go + ce = =) h4 + O(A6). (5.9) 


4% 
si bien que la partie principale de l'erreur commise dans l'extra- 
polation rationnelle vaut (E- 2 | h4. Si &p ct & sont de même 


signe, elle est inférieure à l'erreur dans (5.6), et elle la dépasse dans 
le cas contraire. Comme la propriété de «y et æ d’être oui ou non 
de même signe est inconnuc à priori, on ne saurait dire que l'une 
quelconque de ces méthodes est plus exacte que l’autre. 

D'autre part, on voit intervenir dans les procédés d’extrapolation 
non linéaire des points singuliers tels que la précision de l’extra- 
polation baisse notablement dans leur voisinage. S'agissant de 
l'extrapolation rationnelle, cette perte de précision a lieu autour 
du point où la solution cherchée change de signe. Cette situation 
se présente pour la fonction-test (5.5) si l’on pose &, = 0. Le résultat 
de l’extrapolation rationnelle est alors 


UR = = a #2 + O (HA), 


La valeur exacte est 0. Cela signifie que le procédé n'augmente pas 
l'ordre de précision devant #(#) ct #(4/2). Quant à #1, elle comporte 
l'erreur O(h®) quel que soit le signe de «. 


1.5.2. Extrapolation exponentielle 


On prend en qualité d’interpolants les combinaisons linéaires 
d’exponentielles 


k—1 
ss =au+ Vas, (5.10) 


ds, G étant des paramètres indépendants. Il y a intérêt à calculer 
les limites (pour s — ©) des suites à partie principale de la forme 
(5.10) par la méthode (ou procédé 5?) d’Aitken ou par la transfor- 
mation de Shanks (voir [23]) qui en est une généralisation. Les 
deux techniques procèdent de la possibilité de calculer sins peine 
le coefficient 4, dans g{(s) si les points d’interpolation sont équi- 
distants. 
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On suppose g(s) de (5.10) telle que 
g(s) = he, S=n—k+liun—R+2,...,n+Rk— I: 
n > À. (5.11) 


On pose Ag, = g(1 + 1) — gi) ct on calcule deux déterminants 
d'ordre k: 


| Ù RP | 


Ag_yun Au Ag, 

IP= Age An pps A Boy , 
ire dE, ss ee 1. 
g(n—kH1) g(n—k+2) .... g(n) 

AS xp AS r+ Ag, 

D*= | Ag, Ag _ y A £a 


2 VUS Ag RE 


» En+tk—2 
On définit a, par ces déterminants: 
ay = D*/D. (5.12) 


Si l'on effectue les calculs pour # = À, À + 1, k + 2, ..…., on génère 
une nouvelle suite af”, af +"), dont on dit qu'elle est obtenue à 
partir de la suite #** par le procédé de Shanks d'ordre 4 — 1. On 
note que si #"* possède pour s —+ o la partie principale de la forme 
(5.10), alors la vitesse de convergence de af”, n = k, k+ 1,..., 
est supérieure à celle de #". 

Cette méthode donne pour À — 1 les formules d’Aitken connues 


gfn) gin+1) 


a = Ag,_ AY _. gin +1) g(n — 1) — gt(n) | (5.13) 
l l gin +1) —2g(n) + gin—1) 
Ags-1 Af;, 


Voyons si ces procédés sont opérants dans notre cas. On montre 
que les développements (2.8), (2.23) deviennent (5.10) par un choix 
des pas #,. On pose notamment 


h, = h, b*, S = 1, 2, se (5.14) 
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Ici k, est un pas initial et b > 1 le coefficient de resserrement des 
réseaux successifs. Pour que les réseaux possèdent le plus de points 
communs possible, on prend d égal à un entier. Le cas le plus simple 
de b — 2 a été discuté au $ 1.3. 
Avec h, de (5.14), les développements (2.8), (2.23) se ramènent 
à la forme 
k—1 


ae = 1 +- D hé? v,(b7 PT + ne, (5.15) 


avec p = 1, 2. On introduit les notations 4, = #, a; = hi? v; et 
4; = b7* et on conclut que (5.10) approche (2. S), (2.23) avec unc 
précision déterminée par la grandeur du reste %". 

On fait la comparaison avec l’extrapolation linéaire et on utilise 
une fois de plus la fonction-test (5.5). Le procédé d’Aitken démarre 
avec trois valeurs #(4,), #(h.). u(h,). On pose conformément à (5.14): 
h —hh, = hf2, h, = hf, ii. b=2,h, = h. Ona 


u (}) = Xp + A h? + &o Hi, 
U(h]2) = à + & 7/4 + œ H4/16, 
u(h]4) = ao + &1#°/16 + @o h4/256. 


La valeur extrapolée s'écrit par suite de (5.13): 
UE — + 


9 &; &e À° 


a — ] 
— 2, L — À A | | 
144 œ1 + 225 @& H* ET: oo N° + O (4 ) (5 16) 


Ainsi, la précision de #(0) obtenue par le procédé d'Aitken est en 
effet O(#t). Mais si l’on extrapole linéairement sur deux valeurs 
u(h[2), u(k/4) de la fonction-test, on a pour résultat 


UL = Xo — do 4/64. 


Le coefficient de #f est 4 fois plus petit en valeur absolue que celui 
de la formule (5.16). 

On voit donc que la méthode d’Aitken permet dans notre cas 
d'atteindre le même ordre de précision que l’extrapolation linéaire 
à condition d'utiliser plus de solutions approchées des problèmes 
auxiliaires. La cause en est les paramètres indépendants 9, de (5.10) 
dont la définition exige une information supplémentaire. Cela est 
encore plus vrai de la transformation de Shanks d'ordre k>1. Il 
se peut en outre que le dénominateur de (5.12), (5.13) soit proche 
de 0, ce qui augmente sensiblement l'influence des erreurs de calcul. 
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1.5.3. e-algorithme et ses généralisations 


On recourt volontiers, pour accélérer la convergence des suites, 
à l’e-algorithme (voir [140]). Ce dernier repose sur le tableau d’ex- 
trapolation 


1 
ef 


1 
E—1 (2) EN (1) 
+€2 (1) 
e® 7 
S, | 
3 
e! ) e® 
et) | 
. et) 


On se donne deux premières colonnes comme dans l’extrapolation 
rationnelle : 


eO, = 0, i= 2, 3,....; ef = ui, i— 1, 2..., (5.17) 
et les éléments des colonnes suivantes sont définis par l'égalité 


1 
eti+1) » el) 


1— 1,2, ...: s— 0, 1, … 


Üne étude approfondie de l'algorithme (voir [140]) a montré que 
les quantités s%” donnent la transformation de Shanks d'ordre k, 


i.e. elles coïncident avec a$"*# de l'algorithme (5.10) à (5.12). 
Si l'indice s est impair, alors ef”? n’interviennent pas dans l'appro- 
ximation de w'e. 

On connaît plusieurs généralisations de l’ e-algorithme. On pro- 
pose par exemple dans [73] le p-algorithme basé sur le même ta- 
bleau d’'extrapolation. Deux premières colonnes sont données par 
les formules (5.17) ct les colonnes suivantes par 


= ef) + , (5.18) 


(D 2 CG Fit À ne de 
Es+1 = €Cs—) + TL 0 1 —= 1, 2, Se S — 0, lasse ; (5.19) 
$ s 


avec x, unc suite telle que lim x, — æ. Notre cas veut qu’on 


R + © 
pose x, = (4,) ?. On établit à l’aide de [73] que e? coïncide avec 
T9 de l'algorithme de Bulirsch-Stoer (5.3). Ainsi, le p-algorithme 
est une sorte d'extrapolation rationnelle économique. 
On le trouve, en écriture un peu modifiée, dans [139] à côté 
d'un autre algorithme simple d’extrapolation rationnelle. 
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Ces algorithmes étant en fait des mises en œuvre économiques 
des extrapolations par des fonctions exponentielles et des fonctions 
rationnelles présentent sur l’extrapolation linéaire les mêmes avan- 
tages et offrent les mêmes inconvénients que ceux qu'on a étudiés 
plus haut. 


1.6. Influence des erreurs de calcul 
Si l’on traite sur ordinateur les problèmes aux différences 
L" 1 — Je sur ,, 


h À h 
l'u—=.g sur D,, 


(6.1) 


on obtient de règle non la solution exacte #* mais unc fonction 
discrète #* affectée de l'erreur de calcul 


= uw —uw sur Ù,. (6.2) 


e" se compose des erreurs d’arrondi, des erreurs commises dans le 
calcul des coefficients et des seconds membres lorsqu'on remplace 
les opérations non arithmétiques par les opérations arithmétiques 
et des erreurs ducs à la résolution approchée du système (6.1) par 
les méthodes itératives (s'agissant des systèmes non linéaires, on 
recourt, par exemple, aux itérations pour les problèmes aux limites 
discrets relatifs à des équations elliptiques). On amoindrit l'effet 
des erreurs de deux premiers types si l’on augmente le nombre de 
chiffres de la mantisse. On le fait dans des limites raisonnables au 
niveau du langage algorithmique, ce qui n'influe guère sur le temps 
de résolution du problème. S'agissant des erreurs du troisième type, 
il faut en outre augmenter le nombre d'itérations, et cet artifice 
risque de se répercuter de façon sensible sur le temps de calcul. 

Voyons l'influence de l'erreur de calcul sur le résultat final de 
l’extrapolation linéaire. Soit we k—1,2,..,s+1,un jeu de solu- 
tions réelles du problème (6.1) avec paramètres de discrétisation 
h,, k, .… , h,,,. Les solutions sont affectées d'erreurs de calcul 


h ee k 
EE UE—uUE, 


Au lieu de la solution corrigée 


sti 
U* = V'vur, (6.5) 
on a en fait 
s+i s+)1 


UE Vyuee UE NV y". (6.4) 
> D 


k=] 
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Si l’on suppose que 
lifles > À + di, he lire, 


le lemme 2.3, $ 7.2 cntraînc 


Le | & da. 
Aussi il résulte de (6.4) 
s+1 
LAMPE A NET (8.5) 
kml 


Si les paramètres 4, ne sont pas trop rapprochés deux à deux, 
l'erreur de calcul dans l’extrapolation linéaire est donc égale en 
ordre de grandeur à la somme des erreurs de calcul sur les solutions 


#'e utilisées. Nos raisonnements ne tiennent pas compte des crreurs 
d’arrondi dans la somme (6.3). On établit sans peine leur influence 
négligeable. 


Il en va autrement des crreurs de calcul dans la méthode des 
différences d'ordre supérieur. On considère, avec les notations du 
$ 1.4, les »m + 1 pas du procédé 

L'uiy =f+L'ui—S'us sur à, (6.6) 

l uk = £ + ui —s"ux sur Ds, | 
qui vérific la condition F. On prend pour approximation initiale 
19 — O0 sur Ü. 

On a déjà dit que Ie problème (6.6) est résolu pour chaque À —0, 
1, , 1 de façon approchée, si bien qu'on utilise non #"# mais 
ux, l'erreur de calcul étant = #— #4. Le problème (6.6) fait 
donc place à 

1” vayi = Î + 17 à — S* u} sur 0, (6.7) 
L* Ckt1 = £ + is 1 =? ui sur D, ° 


dont la solution diffère de re par la quantité Pyyi = Try1 — Uk. 
On a pour ce problème 


| Ee Piui ES L* LP Fe S* LP sur Q,. 
l* Px 1 == {* y ps s* Dh sur D, . 
La condition À entraîne 
Il xs || à, < Ciel à || à, 


Mais le système (6.7) est résolu approximativement lui aussi. On a 
donc finalement #,41 (au lieu de 7,41) avec l'erreur de calcul es41 — 
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= Uyy1 — Veys. Ainsi, le k-ième pas fournit #%:1 avec l'erreur 
de calcul 
Mai = Why — Mha) 
qui admet la majoration 
] ea |] à, < C9 || 4 |] û, + || exn || û,. (6.8) 


On fait l'hypothèse que le problème (6.7) est résolu pour tout 
k = 0, 1, , m avec une erreur de calcul au plus égale en norme 
au nombre à > 0 : ||e441 || û, £< 9, k= 0,1,...,m,et on demande 
l'erreur totale. Dans le cas # — 0, on prend 46 = #5= 0, donc 
[ll ü 0. Aussi l’estimation (6.8) entraine 
cmt —1 
[Mn +3 | û, < ras POUT Cys # |, 


[M +1 || ô, S(m+1) pour c,= Il. 


La constante c;, est en général plusieurs fois plus grande que |, 
auquel cas on résout le problème (6.7) pour chaque À = 0, 1, ... m 


avec une réserve de précision. Une tactique commode est de le ré- 
soudre avec altération de la précision de sorte que 


ex ll a, < dicie k—0,1,...,m. 


L’estimation de l'erreur de calcul sur la solution définitive est alors 
indépendante de c:,: 


| Mn +2 || ü, < Ô (m + 1). 


Ainsi, la méthode des différences d'ordre supérieur est plus sensible 
aux erreurs de calcul que l’extrapolation linéaire de Richardson. 


CHAPITRE 2 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 
DU PREMIER ORDRE 


Lorsqu'on résout numériquement des équations différentielles 
ordinaires, on demande de règle des solutions précises au possible 
par rapport au pas du réseau sur lequel le problème différentiel 
est réduit au problème aux différences. On connaît de nombreuses 
méthodes qui permettent d'approcher la solution régulière du 
problème différentiel avec une précision donnée. La méthode de 
Runge-Kutta occupe parmi celles-ci une place spéciale tant du point 
de vue de son champ d'applications qu'en ce qui concerne la possi- 
bilité qu’elle offre de traiter de façon uniforme et particulièrement 
simple la mise en œuvre de l’algorithme de résolution des problèmes. 
Ajoutez-y une théorie bien élaborée, et vous comprendrez pourquoi 
cette méthode fait l’objet d’une grande attention en Analyse numé- 
rique. 

Depuis plusieurs années, les mathématiciens s'intéressent aux 
algorithmes implicites et semi-implicites pour des systèmes d’équa- 
tions différentielles ordinaires, et notamment pour les cas où les 
dérivées d'ordre supérieur sont munies d’un paramètre petit. De 
tels systèmes sont dits «rigides », et 1ls sont d'ordinaire caractérisés 
par la propriété de la solution de croître (ou décroître) vite. de façon 
exponentielle, au début de l'intervalle de variation de la variable 
indépendante pour ne varier ensuite que d'une manière assez régu- 
lière. Le fait d'utiliser un algorithme uniforme adaptatif est à l'ori- 
gine de plusieurs procédures de calcul de valeur dont les méthodes 
de Rosenbrock qui sont dignes de mention (on les interprète comme 
régularisation originale des algorithmes de Runge-Kutta connus; 
voir [147, [1261). 

Dans ce chapitre, nous utiliserons des algorithmes très simples. 
Fidèles à l’idée de l’extrapolation de Richardson, nous les exploite- 
rons pour plusieurs réseaux différents. Dans de nombreux cas, la 
combinaison linéaire des solutions obtenues définies sur le réseau 
initial constitue une solution aussi exacte que sa régularité le per- 
met. L’exactitude limite est déterminée par le schéma de mise en 
œuvre et par l’analyse de la précision qui sont basés sur le développe- 
ment de la solution suivant les puissances d'un paramètre petit 
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(cc paramètre est en fait lc pas du réseau). Aussi la dérivabilité de 
la solution détermine l’approximation numérique avec unc pré- 
cision donnée. 

Ce sont les équations différentielles ordinaires du premier ordre 
qui sont le mieux étudiées du point de vuc de l’extrapolation. On 
trouve dans [94] la liste des ouvrages théoriques antérieurs à 1971. 
Les auteurs [55], [821, [129], [1301 font une étude comparée sé- 
rieuse des mises en œuvre numériques de nombreuses méthodes. Il 
sc trouve que contrairement aux autres procédés pour des systèmes 
non rigides, diverses modifications de l’extrapolation sont le plus 
efficaces si l’on veut une précision très élevée ou si le pas d’inté- 
gration est susceptible d’une estimation simple qui garantit la 
précision donnée. Si cette estimation fait défaut, la plus grande par- 
tic du temps de résolution va à trouver le pas d'intégration initial. 
Quant à la méthode d'extrapolation même, elle se distingue par 
une grande économie. 


2.1. Schéma de Crank-Nicholson 


Dans le chapitre précédent, nous avons eu affaire à une équation 
linéaire des plus simples. Dans la suite, on étudicra une équation 
différenticlle générale du premier ordre. On suppose que les données 
du problème satisfont à certaines conditions qui garantissent unc 
solution suffisamment régulière ct, partant, des solutions appro- 
chées d'ordre de précision élevé. 

Fin du paragraphe, on cxaminera deux questions spéciales à 
l’extrapolation de Richardson. Ce sont, primo, le rôle des polynômes 
d'interpolation de Lagrange dans la construction d'une solution 
très précise associée aux points qui ne sont pas des nœuds, ct, se- 
cundo, le rapport de pas des réseaux successifs. 


2.1.1. Extrapolation pour des problèmes non rigides 
Soit le problème 
_ = f{lu),  Le(o. 1), (1.1) 
dt 


1 (0) == 14. (1.2) 


On introduit les classes C”(Q) des fonctions »# fois continûment 


dérivables sur l’ensemble f. On munit les éléments de C”[0, 1] 
d’une norme définie par 


| UE 
Î ? Île {0 1] — max max | © (4) |- 
UcheEnm net 
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Le second membre de (1.1) est supposé être 
fe C"(i0, 1] X (— oo, oo)), (1.3) 
y > 2 étant une constante prenant des valeurs entières et 


2 (4, x) 
dy 


su 
EN, 1) 
LA (— æ, œ) 


<t,y  i=0,1,2, (1.4) 


La condition (1.4) n'étant pas remplic par des fonctions très 
simples telles que par exemple /({, y) — y* paraît trop sévère. On la 
vérific par suite de (1.3) si le problème proposé admet une solution 
bornée. En cffet, on fait l’hyvpothèse que la solution # de (1.1) à 
(1.3) est majoréc par 


ul to, n< (2 ES) 


auquel cas on définit /(£, v) à l'extérieur du rectangle [0,1]X [—6,co] 
de façon qu'elle soit toujours de classe C” ([0, 1] X (— co, co)) 
ct qu'on reste dans la condition (1.4) (à cet effet on pose par exemple 
f{U, »)=0 Viy >2c cette [0, 1}). Il est clair que le problème 
(1.1) à (1.3) avec / ainsi modifié possède une solution # (qui cst 
d’ailleurs uniquc). 

La réciproque cst également vraic (voir par exemple [77] : les 
conditions (1.3), (1.4) impliquent l'existence ct l’unicité pour le 
problème (1.1), (1.2), et la continuité de la solution # sur [0, 1] 
cntraîne 


u eC'T"[0, 1]. (1.6) 
On construit le réseau régulier 
wo, = fl, = ÿ7, 1 = 0, lus ; A1 (1.7) 


de pas + — l/M et on introduit les points médians des intervalles 
partiels 


do, ={l in = (9 + 1/2) =. 70, loss M — Li. (1.8) 


La résolution numérique du problème (1.1), (1.2) sera effectuée 
avec le schéma de Crank-Nicholson (connu également sous le nom 
de méthode des rectangles implicite) 

ur = f{t, #7) sur ©. (1.9) 


1° (0) = 0. (1.10) 


On démontre que la condition (1.4) garantit, pour + suffisamment 
petits , la compatibilité du système obtenu d'équations non liné- 
aires. On propose un procédé de calcul des valeurs successives de 
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#° (é) pour {— +, 2+, 37, Supposons qu'on connaît #° ({) pour 
un certain /{ e @.. On écrit l'équation (1.9) associée à # + </2: 


u° (2 +) — n° (4) + a (t+T) + u° (t) 
: = {| Fe : |: (1.11) 


On la résout par rapport à #°(f + +) par la méthode de Newton 
[96] pour les équations non linéaires de la forme 


p (x) = 0, (1.12) 


avec p une fonction régulière d’une variable réelle. Soit x, l'approxi- 
mation initiale. Les valeurs suivantes sont calculées par la formule 


ton = #8 — (9 (NT (6), #=0,1,.. (113) 


La suite x, converge sous certaines conditions vers la solution du 
problème (1.12). Voici des conditions suffisantes de convergence 
(voir [23)). 


THÉORÈME 1.1. On suppose que 
1) la fonction p(x) est définic dans le disque fermé 


lx — x] < 6, (1.14) 
est deux fois dérivable dans le disque, la dérivée secondc étant bornéc: 
12'"(x)|< K, [x — x1< À; (1.15) 
2) [2° (x)1> B; (1.16) 
3) [2 (xo)/2° (%)1< 1: (1.17) 

4) les quantités K. B, n vérifient la condition 
h— À <1p;: 1.18 
= ei (1.18) 

5) on a pour 5 
—_— 

items ë. (1.19) 


Alors 
1) l'équation p (x) = 0 possède une solution unique x* dans le disque 
(1.14); 


Ü 


2) dans la méthode (1.13), l'abpro ximation x, est générée pour tout 
n, x, Sont toutes dans le disque (1.14) et x, x* avec n oo. 


Voyons si les conditions du théorème sont justes pour l'équation 
(1.11). On récrit (1.11): 


pont j( Es He) ne (0. (120 
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La fonction (x) est définie sur la droite réelle tout entière, et la 
dérivée seconde est évaluée pour tout x € (— co, co) par 


22 Æ. 
du? (t+ + 2 | 


1 


| 2” or 


C1 
4 


< 


Ainsi , on choisit la constante & aussi grande qu'on le veut et K — 
— C,/4. Pour qu'on soit dans la deuxième condition, il suffit de pren- 
dre + <2/c;. On pose par exemple + < 1/c,, auquel cas 
, | 1 of à d 
Xl=|——— —< fl + —; : 
BI |E—  (t+ Es 0) 


< C,/2. 


On choisit donc la constante B = c;/2. Il reste à trouver ». On con- 
sidère l'inégalité 


P(xo)/P" (%o) | = a < 
SES = ETS “| 
< 27 fft+<+: Fo) < 27, 


si bien qu'on pose n — 2rc;,. On a (1.18) sous la condition néces- 
saire 


h— À .2rce 2 re, < 5. 
4 Ci 


D'où r< 1/2c,. L’inégalité (1.19) est nécessairement vérifiée par 
suite de l’arbitraire laissé sur 5. Il suffit donc, pour être dans toutes 
les hypothèses du théorème, de prendre 


re 1l(2-6; (1.21) 


Dans ce cas, le théorème entraîne que l'équation (1.20) et, partant, 
(1.11) possèdent une solution unique x* qu’on désigne par #°(# + r). 
La méthode de Newton (1.13), (1.20) est à convergence quadra- 

tique [23]. Etant donnée l’approximation initiale x, — #° (£), on 
a l'estimation [x* — x,| = O(:), et la convergence quadratique 
implique 

[x*— xl = O(S), 

| x* 7 ol — O (<4), 

re R]ES O0): 
Si l’on est dans la condition (1.21) et si les solutions sont régulières, 


la méthode de Newton aboutit donc au bout de pas peu nombreux. 
On doit cependant choisir un critère d'arrêt. On convient par exem- 
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ple de stopper les itérations après qu'on a pour : > 0 donné suffi- 
samment petit 

Lh(x)l<e. (1.22) 


puis on prend x, pour valeur approchée #° (? + +). Dans ce cas, le 
problème (1.9), (1.10) est en fait remplacé par le problème proche 


= f(l. #) + p sur à. (1.23) 
(0) == #9. (1.24) 

où 
[p(/)l<2e sur w., (1.25) 


pe comprenant les erreurs d’arrondi, le résidu de la méthode de 
Newton et les erreurs commises en calculant /. On démontre que la 
solution v° de ce problème diffère peu de la solution #° du pro- 
blème aux différences initial. 


THÉORÈME 1.2. On suppose que la fonction f présente la pro- 
priété (1.4) et que + vérifie l'estimation (1.21). On a 


Ir — 2. << (%— 1). (1.26) 
» C1 
DÉMONSTRATION. On montre la justesse de l'inégalité 
+ Te pi 1 + <c;/2 : à 
(D — D (0 1< —— ns 1.27 
pa (9 —v (1 an ÿ cn (1.27) 


Elle est évidente pour / = 0 car 2° (0) — #°(0) = Q ct la somme du 
second membre est nulle (on en a convenu au 1.2). Supposons- 
la vraie pour un fe &., et démontrons-la pour # + +. On trouve 


la différence entre (1.23) ct (1.9) ct on prend le modulc des deux 
membres, il vient 


oi — uÿl < | 74 25) — ft ui) + el. (1.28) 
La condition (1.4) implique l'inégalité simple 
+ + 9 < 
ft) — (tu) =] re — 1] # (4. t)l< cv; — |: 
Avec cette inégalité et l'estimation (1.25), l'inégalité (1.28) devient 
CSA EAP ETS 


On associe cette relation au point # + +/2, il vient après plusieurs 
transformations élémentaires 


(lc /2)| ut (4 + 7) — af (+ | < | 1 + 2c/2) (04) — nf (4) | + +6. 
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Le facteur 1 — <c,/2 est positif par suite de (1.21). On divise membre 
à membre par ce facteur et on utilise (1.27): 


à =. 99 = - 1+ra/2 Fu 
[vu (G+s)—u(t+-)l< 2 Lo (0 — 2 (1) + —— Tr < 


LE isa)", 
Ù + ÿ, 1 — <c/2 
Ainsi, l'inégalité (1.27) a bien lieu. On simplifie son a membre 
moyennant l'inégalité 
te, O< v< 1/4. 


1 x 


et la propriété =c,/2 < 1/4 résultant de (1.21): 

t/r 2 
(D (ne (EE | ere 
| (9) PAU 1 — tc/2 | mens I — +c1/2 É 


On maximise par rapport à / e ©, ct on obtient l'estimation (1.26), 
c.q.f.d. 

Quitte à compliquer la démonstration, on diminue de moitié 
l'exposant de la fonction cxponenticile de (1.26). 

Soit le problème aux différences (1.9), (1.10). On démontre que 
sa solution est développable cn série procédant suivant les puis- 
sances paires de + (voir également [108)). 


THÉORÈME 1.3. On suppose que le problème (1.1), (1.2) remplit 
les conditions (1.3). (1.4). La solution du problème aux différences 
(1.9), (1.10) admet sous la condition (1.21) le développement 


= 1 + > F2, + sur ©,» (1.29) 
j=i 
avec m —=[(r — 1)/2]. v, indépendantes de +, v, e C0, 1], ct 
le reste évalué par 


11° Île, _< Cat (1.30) 


DÉMONSTRATION. On pose v,== # ct on cherche # fonctions 
v, à partir des problèmes différentiels 


j (2 k+1) (2 x) 
pe — 2% (ur, — Ÿ rer RE 
dy Pres er+rnt 4#(xt y 


ji : af ! fi [2 4) 
+ ue ({. u) ÿ, [] D n — ] sur (0,1). (1.31) 

fm ! à te ii Vo Ÿ C4) 
D, (0) =0,  j—1,2,...,m. (1.32) 
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Le problème Es neS à 7, S'écrit par exemple 
v, ue ({,u)v, = — u"/24 Es (4. u) u°°/8, (1.33) 


v, (0) = 0. (1.34) 
Le second membre de l’équation contient uniquement la fonction 
v, & #et cst 7 — 2 fois continüment dérivable. Le problème étant 
linéaire admet une solution unique v, e C"—"[0, 1]. On suppose 
définies les fonctions v,, …., v,.,, et v, e C’*#[0, 1]. Le second 
membre de l'équation (|! 31) associée À l'indice j renferme v, d'in- 
dice au plus égal à 7 — 1 et est 7 — 2 j fois continüment dérivable 
par rapport à He [0, 11. Aussi le problème linéaire (1.31), (1.32) 
pour v, a une solution unique de classe C'*#[0, 1]. On a donc 
trouvé toutes les fonctions v,. 
On introduit la fonction 


25 - 
© — + V, sur G) 
et on la porte dans l'opérateur aux différences de (1.9): 
w,—f{t, w,)= Ÿ (vs), — (4, ÿ +"? (v),.. (1.35) 
jÿ=0 j=0 


On utilise les développements du lemme 1.1, $ 7.1 pour transformer 
les termes du Eos membre : 


. 2j € 2R vor. 
== AE) 
+ }"6, ie Éreren 
S + 270,, (1. 6 
À, (en D Les # (24)! Dr 


où | 6, < € pour i — 1,2 sur &,. On développe /({, w,) en formule 
de Taylor: 


m NE: ul24) 
fu, = fi, NÉ 2 + 
Î L L 4 (22)! 
+ #6, En (4, CT) = f{(t, «) + ÿ {y ri X 
I=1 


j (24) l $ 
Se eee Dr IL {t,u) + #0, 
da 4#axt f 41 2! 
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La propriété de borne des fonctions v,. f et de leurs dérivées d'ordre 
correspondant entraîne | 0,[< c; sur &,. On élève à la puissance 


les accolades et on réduit les termes contenant les mêmes puissances 
de x: 


J (4. w,) — f({, 4) +Y sea on X 


l l ur ul? k) 
K 2 ({, u) D se) + h"0,. 
dy he) im Vino À CA) 


On conserve les termes en +”, j < m,et on écrit les termes restants 


comme #” 0,4, où |0,1< c, sur &.. L'égalité obtenue et les relations 
(1.35), (1.36) donnent 

; TELUS 
w,—f{(t,w,) = 4 — [(t, 0) + D er een _ 


k 
= en 4°"(2%k + 1)! 


à 1 #7 L 1(5 
—N\N — © (!, 1) ne 
D 11 2y! het, = j L à 
+ h7 6, — k° 6, + k° 64. 


Tous les termes dans les accolades se réduisent par suite de la 
définition des fonctions v,, et l'équation (1.1) l’entraîne en ce qui 
concerne %#°—f{f, u), il vient finalement 


W, = f{e w,) + }'0, — k° 0, + X° 06, sur ©. (1.37) 


Les conditions initiales (1.2), (1.10), (1.32) impliquent de plus 
w(0) = #* (0) = u(0). La fonction w, obéit donc au théorème 1.2, 


».s » > Q k . 
d’où l'estimation fr Îlc.+ < C4; pour rs # — %w, i.e.ona la der- 
nière affirmation du théorème. 


On utilise le développement obtenu pour augmenter la précision 
par l’extrapolation de Richardson décrite au X 1.3. On suppose 
réalisées les conditions (1.3), (1.4) et on pose s = [(r — 1)/2]. On 
construit pour 0 < N, < ..… < N,,, entiers fixés les réseaux &+, 
de pas +, — l/(N,M), avec M un entier naturel qui peut être en 
principe aussi grand qu'on le veut et tel que 

M >2c,/N.. (1.38) 


Cette condition garantit la possibilité du problème aux dif- 
férences (1.9), (1.10) sur chaque réseau &@.,. Toutes les solutions 


Li °p° > # 
x sont définies sur le réseau de pas + — 1/M. 
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Soit le système 


s+1 
NT 1, 
Rœ 1 
(1.39) 
s+1 
Ÿve = 0, 7 — lens 
k=1 


Comme =, sont distincts deux à deux, le système cst non dégénéré 
et admet une solution unique. On prend la combinaison linéaire 
sur @- 


U= Vu (1.40) 


et on montre que l'ordre de précision de U" est pour + — 0 supé- 
. . T 
rieur à celui de chaque #* . 


THÉORÈME 1.4. On suppose qu'on est, pour le problème (1.1), 
(1.2), dans les conditions (1.3), (1.4). La solution corrigée (1.40) avec 
Les poids obtenus à partir du système (1.39) vérifie sous la condition 
(1.38) l'estimation 


LU — ul. < cr”. (1.41) 


DÉMONSTRATION. Les quantités N, sont fixées, si bien qu’on 
est dans la condition 


fn > ltd E=i, 


3-5 
où dj = min (Nagi/Ne) — 1. 


Les raisonnements suivants sont analogues (aux notations près) à 
ceux du théorème 3.2, $ 1.3. 

On rappelle que dans la pratique, on résout, au lieu de (1.9), 
(1.10), le problème (1.23), (1.24) dont le résidu est évalué par (1.25). 
On admet que le résidu vient surtout de la résolution imprécise 
du problème (1.9), (1.10) par la méthode de Newton et on se propose 
d’établir le critère d'arrêt de ses itérations. Soit 5 l'erreur de discré- 
tisation attendue sur la solution corrigée (dans les conditions des 
théorèmes 1.3, 1.4). Il y a intérêt à procéder par itérations de 
Newton (1.13). (1.20) de façon que l'erreur de calcul commise soit 
au plus égale à 5. Pour qu’il en soit ainsi, 1l suffit d'arrêter le pro- 
cédé après un pas tel qu'on ait (1.22), où 


2 pau 
e < c,5/[(e —1) Ylrell 


km] 
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Selon le théorème 1.2, la part de l'erreur de la méthode de Newton 
dans l'erreur faite en calculant chaque #* est au plus 


s+1 
SIY vel. 


k=1 


1] en résulte cn raison du $ 1.6 que l'erreur de calcul sur la solution 
corrigée est de l'ordre de à. 

Si l’on a insisté sur l'importance de l'erreur apportée par la mé- 
thode de Newton, la cause en est l'impossibilité d'exiger, dans les 
problèmes susceptibles des procédés itératifs, que l'erreur résultant 
des itérations soit inférieure aux erreurs d'arrondi ou aux erreurs 
provenant du calcul des fonctions non arithmétiques. Le caractère 
accidentel des erreurs de deux derniers types fait qu'un procédé 
itératif comporte autant de pas qu'on le veut. 


2.1.2. Interpolation des développements 


Ainsi, la précision voulue cst atteinte aux nœuds de &@.. S’agis- 
sant de trois réseaux ou plus, la méthode présente un inconvénient. 
Il tient à ce qu'on cherche la solution améliorée aux nœuds communs 
à tous les réseaux, ct que ces points peuvent être peu nombreux. 
Il se peut en outre qu’on demande Ja solution approchée en des 
points qui ne sont en général pas des nœuds. On recourt dans ces 
cas à l’interpolation par des fonctions splines, par des polynômes 
trigonométriques, ctc. Nous nous placerons dans un cas simple où 
l'on utilise les polynômes d’interpolation de Lagrange. 

On prolonge les fonctions discrètes #* du réscau à, au segment 
[0, 1] tout entier. On procède comme suit. On prend un segment 
élémentaire quelconque [f,, {,,,] du réseau @.,. La solution u" est 
définie seulement aux nœuds #,, {,,1, extrémités du segment. On 
choisit 7 — 2 nœuds le plus proches de &G.,et on définit sur 
(£,. tj] la quantité 16 * (4) égale à la valeur du polynôme d'interpola- 
tion de Lagrange basé sur 7 points ainsi choisis. L’interpolation sur 
tous les segments élémentaires aboutit à une fonction continue qui 
est égale à #* aux nœuds de &+,- On la désigne par nu". 


Avec les interpolants construits, on calcule une solution ap- 
prochée de la forme 


s+1 : 
U" (4) = DAT u* (#), tef[0,11, (1.42) 


ken 


les poids +, étant déterminés moyennant le système (1.39). 
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THÉORÈME 1.5. On suppose que le problème (1.1), (1.2) vérifie 
les conditions (1.3), (1.4). La solution corrigée (1.42) générée à partir 
des interpolants u"* avec les poids donnés par le système (1.39) admet 
l'estimation 


] D Ilcro Cet. (1.43) 


DÉMONSTRATION. En vertu du théorème 1.3, on a aux nœuds 
du réseau @., le développement 


19 (D = ut + D 0, (D + n° (0). Ve) 
j=1 


où 7, € C'— (0, 1]ct ne dépendent pas de +, ct le reste 1" satis- 
fait à 


: 
Ho < cor (1.45) 
On démontre que le développement reste en vigueur pour les pro- 


longements construits des Wu" à [0, 1] tout entier. Soit #£e [0, 1] 
quelconque. Il appartient à un segment élémentaire [/,, #,,,]. Nous 
avons interpolé sur [?,, 4,1] en 4, dune .., dan, 2 < 9 < 2 +7 —1|; 
aussi 
g—] 
+ T 
OO SCAODEUME 


1=0 


a, étant des polynômes de degré r — 1. Cette formule se récrit 
en raison de (1.44) 


p—] s r—1 
ue (#) = > au (4) 16 (lou) + LEY œy (8) vs (lou) + 
un 4Y a, (1) r” (Hs). (1.46) 
[=0 


Onsaitque“e CF [0, 11, si bien que la précision de la formule 
d’interpolation correspondante est en +{. Aussi 


g—] 


ÿ ay (2) 2 (loss) = WE) + <£ po (#), (1.47) 


Te) 


où 
| Pott)| < Cio- 
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Les fonctions v, sont moins régulières, et l’interpolation basée 
sur r points donne unc précision plus mauvaise (lemme 3.1, $ 7.3): 


r—| 


Ÿ œu (4)v5 (lou) = 0, (4) + D'ES es (4), (1.48) 


1=0 
avec 
EAUIEST 


On a pour n” une estimation simple, conséquence de (1.45) et 
de la propriété de borne des coefficients &, (lemme 3.2, $ 7.3): 


r—1 


Ÿ OT (?) n" (li) 


1=0 


SAT 


On porte dans (1.46) les développements (1.47), (1.48) ct on 
pose 
n° (0 O+Y Py (4) + DEC Us) 
j=1 


il vient des développements (1.44) vrais pour [0, 1] tout entier 
ct k= 1,....s—+ 1. Cela étant, on a 


[x (| < Co F SCy1 F Case (1.49) 
On fait la somme dc ces développements avec les poids +.: 
s fs+1 s+1 
FA = Dr u(t) + E (D #)s vs (4) F2 Ye n (4). 
J=1 


Du moment que y, satisfont aux équations (1.39), on obtient 


s+1 
UE) = (9 + Va ra n° (0 


d’où 
QU (0 — ue) < Se n° (0 1. (1.50) 
Km] 
Les pas +, vérifient l'égalité 


_  _ Nen 


Ti+1 N& 
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Lorsque M —+ ©, les nombres N, sont fixes, donc 

Tk 

Tk+1 
où 

Cyy — Min (=) — | 1-0. 

1<k<:s Ne 

On peut appliquer le lemme 2.4, $ 7.2, d'où la borne des quantités +, : 
1 + 2cu + cs ŸT! 
LOL re as - : | : 
2013 + cis 


Comme 1° vérifie l'estimation (1.49), il résulte de (1.50): 
s+1 2 s+1 
lise, + 
QU* ()— (| < Vi ee (cn + es + Ge) 
k=! 2039 + c13 


Puisque =, > 7, = 7/N,, on a 


où 
s + 1){ (1+ 205 + dis ŸT! | 
RE É — Je — à} (Cin + Si + Cao). 
Ni 2013 + c13 


Cette inégalité entraîne (1.43), ct la constante c, est indépendante 
de £ et r. Le théorème 1.5 sc trouve démontré. 


2.1.3. Sur le rapport de pas des réseaux 


On se demande maintenant quel est, pour les réseaux «.,, le 


rapport de pas déterminés par N,, .…, N,,, entiers qui garantit 
la précision maximum. On exige que les données du problème 
(1.1), (1.2) soient un peu plus régulières : 


feC*#3 ([0, 1] X (— >, œ)). 
On montre qu'avec cette condition, on connaît plus sur le compor- 
tement de la partie principale de l’erreur U* — u. En cffet, on 


a pour les solutions approchécs u* par le théorème 1.3 
s+1 
a (4) = (4) + Dai v, (0) + E(/),1e o.,, (1.51) 
js] 


où 


1" Île, = © (ts). 
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On fait la somme avec les poids y, vérifiant les équations (1.39), 
il vient 
s+1 
u(E) + Dre tt (0) + p (D, 1e, (1.52) 


où 
| 0" Le = = 0 (T3), 
Les quantités +,,, étant indépendantes de +, et y,, la partie 


principale de l’erreur est caractérisée en valeur absolue par le coef- 
ficient 


s-1 
… est+è 
1Æ °k 
k=s 1 


qu'on simplifie moyennant le lemme 2.6, $ 7.2. Ce lemme implique 


s+1 sl 
Ve (y. 
A=1 km] 


On a déjà dit que le temps de calcul automatique du problème 
approché (1.9), (1.10) pour un scul réseau &, est fonction du nombre 
d'opérations arithmétiques (portant essentiellement sur le second 
membre) proportionnel à 1/r,. Le sn de résolution de s+1 pro- 


blèmes (1.9), (1.10) pour les pas +,...…., *,,1 est égal presque exac- 
tement à 
s+t i 
(e à es 


« étant un temps (en secondes, par exemple) dépendant du type de 
l'ordinateur, du traducteur du langage algorithmique cn langage 
machine, etc., mais indépendant de *,. 

On pose le problème suivant: trouver un ensemble d’entiers 
naturels N,,...,N,,, tel qu’étant donné le nombre 


s+1 s+1 


k=! 


(caractéristique du temps de calcul sur ordinateur de la solution 
approchée (1.40)), on minimise la quantité 


s+1 + s+1 I 
9 __ _25+2 
v=[li-= TT 
ke] k=1 k 


(qui caractérise la partie principale de l'erreur sur cette solution). 


=) 
to 
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On utilise la méthode des multiplicatcurs de Lagrange et on 
suppose N, être des variables continues. On forme la fonction 


| s+1 1 s+1 
Ka 1 


k=1 Nk 


ct on cherche la condition nécessaire d'’extrémum 


co _— 2422 [1 | à a 
ne Se ns 2: —— 
N! Ni k=1 NE + 


Comme « et + sont positifs, 1] en est de même de À, d'où 


2+%F3 ca l 
À œ ie N°, 


APE — MN, 


Ainsi, plus NV, sont voisins, et moins v est grand pour u fixé. 
S'agissant des processus réels, le cas limite N, = ... — N,,, est 
à exclure car le système (1.39) devient incompatible et la formule 
(1.40) n’a plus de sens. Si N, sont trop rapprochés, y, augmente de 
façon sensible, si bien que l'erreur sur la solution (1.40) risque 
d’avoir pour partie principale les erreurs d’arrondis dont notre 
modèle ne tient pas compte. 

On étaie ces résultats par les exemples numériques relatifs à 
plusieurs relations entre N,. 


Le problème 
u'+iu— (E+i+I)e!, te (0, 2), 
u (0) = 0 (1.53) 
possède pour solution Ja fonction 
u ({) = let. 


On vérifie aisément qu'on est dans les hypothèses qui permettent 
d'extrapoler sur deux pas +, et plus. On résout d’abord plusieurs 
problèmes aux différences (1.9), (1.10) avec les pas +,, on trouve 
les erreurs correspondant au point { = 2 et on établit la dépendance 
de l'erreur 


C(M,) = | a (2) — «(2)| 


par rapport au nombre M, de points du réseau w.,. En coordonnées 
logarithmiques, ce graphe est donné sur la fig. 2.1. 


On forme les solutions améliorées extrapolées sur deux solutions 
approchées pour divers rapports de pas. La fig. 2.1 visualise trois 
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relations entre l'erreur sur la solution corrigée au point { = 2 et 
le nombre de nœuds de deux réscaux utilisés. Ces relations corres- 
pondent aux trois rapports N, : N, de pas, à savoir 16 : 15,2 :1 
et 10 : 1. On a travaillé en virgule flottante avec six décimales 
réservées à la mantisse afin de repérer l'influence des erreurs d’ar- 
rondi. 

La comparaison des courbes permet d'affirmer que la méthode 
d’extrapolation cest en effet le plus économique dans le cas 16 : 15 


107? 
10”{ 
107 
1975 


10°" 


10 20 40 80 160 320 (S) 1260 


Fig. 2.1. Erreurs sur les solutions approchécs du problème 
(1.53) au point { = 2 (avec et sans erreurs d’arrondi) 


71 — erreur sur la solution du schéma de Crank-Nicholson (1.9), (1.10) (sans 
erreurs d’arrondi); 2 — erreur sur la solution extrapolce (1.40) pour le rapport 
de pas Ms: UN 1 Rene canal) 3— tbid. pour Na: N,=2:1; 

4 — ibid. pour : N; = 16:15; 5 — erreur sur la soluiion du schéma de 
Crank-Nicholson “(. 9), ne 46) (avec erreurs d'arrondi) ; 6 —erreur sur la 
solution Se poe (1.40) pour : N;, = 10 :1 (avec erreurs d on 


tant que les erreurs d’arrondi ne surviennent pas. D'autre part, 
le gain peu important par rapport au cas 2 : 1 ne compense pas 
ce qu'on perd avec les crreurs d’arrondi dont la répercussion aug- 
mente avec le morcellement des pas. On note en outre que les ré- 
seaux du second cas possèdent beaucoup plus de points communs, 
si bien que le coût de l’interpolation (négligé en l'occurrence) du 
cas 16 : 13 dépasse d'ordinaire l’économie mentionnée. Quant au 
rapport N, : N, = 10 : 1, l’extrapolation correspondante ne peut 
être compétitive sur le plan économie avec les deux autres cas. 
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2.L4. Extrapolation pour des problèmes rigides 


Les résultats de ce paragraphe se transposent aux systèmes 
d'équations différentielles ordinaires 


= (/, u), le(Q, 1), (1.54) 


u(O) = u,. 


avec ü,, u(£) des vecteurs de # composantes, f unc fonction vec- 
torielle de # + 1 variables: f(f, u) = f({, ,,..., #,). On exige que 
chaque composante /, de f satisfasse aux conditions (1.3), (1.4), 
auquel cas on énonce sans peine lc théorème 1.3 cn termes de vec- 
teurs. 

Voyons comment la méthode d'extrapolation fonctionne pour 
des systèmes rigides. L’équation différentielle possède dans ce cas 
des solutions particulières à décroissance cxponenticlle rapide, et la 
solution exacte varie modérément sur la plus grande partie de 
l'intervalle d'intégration. On a surtout affaire à une classe de 
systèmes (1.54) dont la matrice de Jacobi /(f) d'éléments /,, — 
= Ôfl0u,, 1, j == 1, .... # possède des valcurs propres À,({) distinctes 
telles que 


Re(A,) < 0 ct max Re(—x,) € ! VIE (0, l). (1.55) 
ti n 

S'agissant des systèmes rigides, les conditions (1.3), (1.4) sont 
en général vérifiées avec c, très grande. si bien que la restriction 
+ < 1/2 c, s'avère trop pénible. On justifie toutefois pour les sys- 
tèmes rigides vérifiant (1.55) la stabilité de la méthode des dif- 
férences finics (1.9), (1.10) avec + > 0 quelconque. On démontre 
ce fait et la convergence de la méthode de Newton par des procédés 
quelque peu différents pour lesquels nous renvovons le lecteur à 
[117] et à la bibliographie de cet ouvrage. 

On préfère traiter les problèmes rigides non par la méthode 
des trapèzes 


a = fr (LH (1) sur à», (1.56) 
16 (0) = 9, 

où 

f, (ou(e)) = (GE + 7/2, u (4572) + ft — <f2u(t — </2))1/2, 


mais par la méthode des rectangles implicite. En voici les raisons 
(voir [108]). 1) On légitime bien pour (1.56) les résultats du n° 
2.1.1, mais la recherche de la valeur approchée #‘(# + +/2) par la 
méthode de Newton est suivie du calcul de /(4 + +/2, #° (4 + +/2)) 
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qu'on a à utiliser au pas suivant. Aussi la méthode des trapèzes 
cxige plus de calculs du sccond membre. 2) Soit l'équation modèle 


u'— ÀA({)u, (1.57) 


où À({) < 0, si bien que #(f) diminuc avec la croissance de /. La 
méthode des trapèzcs entraîne 


Ê __ 1+TaA(t—</2)/2 :- M 
1H (t + +2) = a n° (1 — </2). 


L'inégalité Du tt +'2)] < ln (4 — +72) [a donc licu sous la 
condition nécessaire 


TÜA (+ 7/2) — At — </2)) < 4. 


Si la fonction }({) croît sur une portion de l'intervalle d'intégration, 
cette condition conduit à unc contrainte relative à la longueur 
du pas. Cette contrainte n'intervient pas dans la méthode implicite 
des rectangles encore que le problème d'approcher les solut'ons à 
amortissement rapide se pose toujours. 

On tourne la dernière difficulté en posant À de (1.57) égale à 
une constante complexe telle que Re (À) < 0. La méthode des 


rectangles entraîne 
= 1 + +à/2 = 
( 2) = — ! — t/2). 1.58 
° ({ + +/2) RTE tu ( Tt/2) (1.58) 


— 


Si 
Re (X:) € 0, (1.59) 


la solution approchée #° (4) est approximativement égale à (—1)":(0). 
On obtient une solution approchée oscillante et non la solution 
lu(#| = “0% qui s'’amortit rapidement. On évite cet inconvé- 
nient par l’artifice proposé par Lindberg [1071 qui consiste à lis- 
ser la solution approchée par la formule 


n° (4) = jy (0), (1.60) 


OÙ wyy (é) = [u(f— +7) + 2 ut) + ut + +)1/4. L'égalité (1.58) im- 
plique 
1 


ET 


1° (4), 
ct la solution cst atténuéc par suite de (1.59). Si l'on applique (1.60) 


plusieurs (M) fois et si l'on initialise les approximations avec le 
résultat de Jissage, on a 


| 


OS ont" 


5 (4). 
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Ainsi, le lissage répété un nombre suffisant de fois permet 
d'étouffer les termes correspondants de la solution approchée. Dans 
le cas du système rigide (1.54), la solution renferme aussi bien des 
termes à amortissement rapide que des composantes à variation 
lente. S'agissant de ces dernières, le lissage (1.60) conserve le déve- 
loppement (1.29). ainsi que les résultats correspondants relatifs 
à la précision de l’extrapolation. L'ouvrage [117] situe la méthode 
des rectangles implicite parmi les procédés de calcul et en décrit 
plusieurs variantes. 


2.2. Schémas aux différences explicites 


Nous nous proposons d'examiner dans ce paragraphe le problème 
de Cauchy pour une équation différenticlle ordinaire non linéaire 
du premier ordre. La résolution approchée des équations non linéaires 
est très actuelle. Elle est cffectuée d'ordinaire par l'algorithme de 
Runge-Kutta ou par des méthodes linéaires à pas liés. Il est éga- 
lement possible d'atteindre une précision élevée si l’on extrapole 
les solutions discrètes simples sur le pas du réseau. C’est ce dernier 
procédé que nous voulons étudicr. 


2.2.1. Méthode d’Euler 


La technique d’Euler occupe unc place à part parmi les mé- 
thodes numériques de résolution des problèmes non linéaires. Elle 
opère par approximations explicites d'équations, et sa mise en 
œuvre particulièrement simple fait oublier son défaut d’être exacte 
à l’ordre un. 

Soit l'équation 

die 


— = f{(l, uw), te (0, 1), (2.1) 
dt 
avec la condition initiale 
u# (0) = 4, (2.2) 
f(t, u) étant une fonction réelle et 
feC’([0, 11 X (—o, œ)),r > 2. (2.3) 
On suppose que le problème admet une solution unique # ct que 
u e CF [0, 11. (2.4) 


On utilise la méthode d’Eulcr sur un réscau uniforme de pas 
+ — LM : 


a = f({, w°), LE dz, (2.5) 
1 (0) = #0. (2.6) 
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Le problème aux différences ainsi obtenu est non linéaire, si 
bien qu’on ne saurait appliquer directement les théorèmes généraux 
du Chapitre premier. Quant à justifier la précision élevée de la 
solution extrapolée, on procède comme plus haut. 

Connaissant la solution #({) du problème (2.1), (2.2), on construit 
le système d'équations 


I+1 1 
PS en TZ le Us lee 
ss] s! dé s=1 s! du + e. +i,—! " 


te(0,1)*, (2.7) 
avec les conditions initiales pour les fonctions inconnues v, 
v, (0) — 0, l=1,...,r— 1. (2.8) 


On pose v, = # ct on cherche v, successifs dans l’ordre de crois- 
sance de /. En cffet, l’équation (2.7) s'écrit pour ! =1: 


LV, HU, 0 1 dv 


te (0, |). 2.9 
dt D Gu 2 de ? (0, 1) (2-9) 


Il est évident qu'il s’agit, pour 7, = # connue, d’une équation 
linéaire par rapport à v,. Comme les coefficients de (2.1) sont de 
classe C7" [0, 1], il existe par suite de la linéarité une solution 
unique 7, de C” [0, 1] avec les conditions initiales v,(0) — 0. Les 
fonctions v, suivantes sont définies de façon analogue. On suppose 
définie la / -l-ième fonction v,_, € CES: [0, 1]. On récrit (2.7): 


I 
du, of 1 9 f(t, u) 
— — y— (L,u) = ee ———— ru 
dt L Ou ) > s! du L 
141 ; 
—Ÿ —<—t Mn, tEe(0, 1). (2.10) 
s! dt‘ 
s==2 

Il est immédiat de vérifier que le plus grand indice des fonctions v, 
du second membre est au plus / —1 et que chaque terme de ce membre 
est au moins 7 — / fois continüment dérivable sur [0, 11. Aussi 
la solution de l'équation linéaire (2.10) avec la condition initiale 


homogène v,(0) = 0 existe, est unique et appartient à C77"#1[0, 1]. 


* Ici 5,,... , i, sont des indices entiers positifs ct ÿ signifie la somma- 
ht...t+i el 
tion par rapport à toutes les combinaisons d'indices dont la somme vaut l:sis>li, 
alors la somme est estimée être nulle. 
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Connaissant v, et la solution du problème (2.5), (2.6), on cons- 
truit la fonction discrète 


r—1 
n = n We y, < 1) sur  àz. (2.11) 


ÎI=0 


THÉORÈME 2.1. Sr l'on est dans les conditions (2.3), (2.4), La 
solution du problème aux différences (2.5), (2.6) admet le dévelop- 
pement 

r—1 
= 1 “|: r UT SUr Ge, (2.12) 


avec 1, définies à partir du système (2.7), (2.8) et indépendantes de +. 


Cela étant, si Les solutions approchées sont bornées uniformément 
4) Me 


Halls < ce, (2.13) 
le reste n° est également borté: 
n° Îles < Ca. (2.14) 


DÉMONSTRATION. On remplace #° de (2.5) par ses valeurs (2.12). 
Vu que %, = #, 


r—1 r—1 
> re) 10 Fe r) 
(per I = 
On transforme le premier membre par le lemme 1.1, $ 7.1, et on 
développe le second membre en formule de Taylor par rapport à 
la deuxième variable de la fonction /(#, ): 


1 pri] +1 
l s 1 d'y 14 + r + 
L L (s+t)t défi di is | + 4 


1=0 s 


?—1 
= if L à 1] + 7m 6. (2.15) 


{==0 


Ici 


* Voici une condition qui donne (2.13) en raison de [65]: 


S Ce 


d 
max sup J (tu) 
1&{[0,1 ] uE(—,) du * 


ts 
ts 
= 
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avec &* un point de l'intervalle d’extrémités 


r—] 


Ÿ ru. 
i=0 
On note que l1 continuité de 
r—1 
uv, 
1=0 
sur [0, 1] ct la borne uniforme de la fonction discrète #° sur ©, 
font que toutes les valeurs de E* appartiennent à un segment fini 
[—c4. ca] quels que soïent + > 0 et { e &.. La continuité de la dé- 


rivée À ({, u) sur le rectangle [0, 1] X [—c4, c,] en entraîne la 


borne, si bien que 


lo ()l<c, VI e à. (2.16) 
Les coefficients 6,2 des restes sont Lornés: 
r—] . | 
ÿ pri (|< € VIE à+. (2.17) 
lux) 


vu la régularité des fonctions v,. 

On intervertit l'ordre de sommation dans le premier membre 
de (2.15), et on applique au second membre la formule de Taylor, 
il vient 


r—1 1+1 r—1 


Ÿ = S— tn Ua it r ni = ft, u) + 


iem0 s=] 
r—] 
ES re 


sæ]) 


> 
= | 
se 
r | 


avec € un point du segment d’extrémités 


7 g ++ no". (2.18) 


Ici 


à J 
ar (F1, 


r—1 


1 
4, Ÿÿ, b LE 


I=0 
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Les fonctions v, étant continues sur [0, 1] sont bornées. Aussi la 
quantité € est uniformément bornéc : 


[CT (Hl<c, VI € de. (2.19) 
La propriété de 


of 
AQU 
du” (65) 


d'être continue sur le rectangle [0, 1] X [—c,, c:1 implique la 
borne de £“: 


| (1< Vte à. (2.20) 


On transforme la somme double dans le second membre de (2.18). 
On élève à la puissance les accolades et on identifie les coefficients 
des mêmes puissances de +: 

TE 1 SJ 0) 
A ju te 


[am] sm] n+..+i,= l 


On réunit tous les termes sauf les termes en +, / < r: 


(r—1) 7—1 
r 17 l 1 Sd f(t.u) 
PES 4ÿ En tonte. 
ë ° $ 
ler s=] > ds i+..hi,=l 
On divise membre à membre par +” ct on passe aux modules sans 
oublier que + & 1, il vient l'estimation 


(r—1)? 7—1 


[él< Y S— 


Comme les fonctions # ({), v, (t) 


d f{t, u) 
du 


f+..+i el 


4, ui Le 
| CE e sont indépendantes de + 
où 
et uniformément bornées sur [0, 1], l'inégalité se récrit 


Lél< c VI e à. (2.21) 
Ainsi, on a mis le second membre de l'égalité (2.18) sous la forme 


r—1 ! 
1 ? 1T 
JU, w) +Y TSI D nu ++b+ 


[el sæ]l fatori,—l 


+ - + 1 FE 
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On utilise le système (2.7) et les expressions résultant des trans- 
formations eftectuées sur les deux membres de (2.18). On a 


a | 
? 


+ r + r JT r © ARS RE : 
È L pur mes VV +r£s +Trn cs sur 6:, 
m0 

ou 
r—1 

T TT T + T L . 

ni —6 9 = b 1) rs SUT . (2.22) 
i=0 


Les cstimations (2.16), (2.17). (2.20), (2.21) aidant, on en tire 
nt + <<) + res + cs + ch. 1e ëe (2.23) 


Nous allons nous servir du résultat ci-dessous qu'on établit sans 
peine par la méthode de récurrence (voir par exemple [521). 


LEMME 2.2. On suppose que la fonction discrèle E est définie 
sur ©, et vérifie l'inégalité 


LE(+z)|< [ERIC + +8) + <B, LE De, 
avec B > 0 et $ > O0. Alors 


et] 
ô 


[E(l< cŸ|£(0)| + B. tea. 


La valeur initiale n'(0) est obtenue à partir de la définition de la 
fonction n° et des égalités (2.2), (2.6), (2.8): 


r—1 
° (0) — | 1° (0) D, Tv, o) —=:0; 
1=0 
Aussi l'inégalité (2.23) et le lemme 2.2 entrainent l'estimation 


est — 1 


[n° (]< 


(Ce + Ce + Co), lt E à. 


C 
On pose ec, = (6% —-1) (cg + cg + Co)/Cg. On a en raison de #{ <1 
nl < cs. (2.24) 
ce qui démontre le théorème 2.1. 


On améliore les solutions approchées à l’aide du développement 
(2.12). 
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On suppose vérifiées les conditions (2.3), (2.4) et on construit 
pour O<N,<...<N, cntiers fixés les réseaux &@. de pas 
Te = I/(N,M), avec M un entier naturel qui croît indéfiniment. 
On résout sur chaque 6. le problème aux différences (2.5), (2.6). 


e T LA e e Ld 
Toutes les solutions # * sont définies sur le réseau @&, de pas 
r = |/M. 
Soit le système 


(2.25) 


Le 


Vu 0, 1 = |, LE 


km] 


+, Sont distincts deux à deux, si bien que Ile déterminant du sys- 
tème n’est pas nul et il existe unc solution unique y,...., y,. On 
forme une combinaison linéaire avec ces poids, à savoir 


U" (1) = Ÿ Sur (4), (E&.. (2.26) 
k=1 
La solution U” est exacte à l’ordre 7 en + tandis que la précision 
de chaque ## est O (1). 
THÉORÈME 2.3. On suppose qu'on est, pour le problème (2.1), 
(2.2), dans les conditions (2.3), (2.4) avec r > 1 entier. La solution 


corrigée (2.26) avec les poids obtenns à parlir du système (2.25) admet 
la majoration 


Il U" 4 lc, :* C107” « (2.27) 
DÉMONSTRATION. D'après le théorème 2.1, on a en chaque nœud 


du réseau ©, les développements 


r—1 
ci Ty. 
uw =: 1 + ÿ ru, + Er F sur ©. (2.28) 
T1 


On les additionne avec les poids +, : 


+ 


? 
UT = nu Virtin sur &@…. (2.29) 
kml 
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L’estimation (2.14) entraîne celle de In*!, et le lemme 2.3, $ 7.2 
celle de |ÿ,|. Aussi l'affirmation du théorème découle de (2.29). 


Si l’on interpole moyennant les polynômes de Lagrange, on éla- 
bore un algorithme de raffinement pour les points qui ne sont pas 
communs à tous les réseaux à la fois. Ce procédé est décrit en détail 
plus haut (voir $ 2.1). 


2.2.2. Un schéma aux différences centrales explicite 


On note qu'avec le schéma d’Euler, le développement de la so- 
lution approchée suivant les puissances de + renferme des puissances 
impaires. On élimine chaque terme de sa partie régulière en résolvant 
un problème aux différences auxiliaire de la forme (2.5), (2.6). Il y a 
donc intérêt à construire une méthode explicite telle que la partie 
régulière dudit développement ne contienne que les puissances 
paires de +. 

Soit le schéma aux différences centrales (qu’on appelle également 
la méthode des rectangles explicite) 

= f (tn). (eo, (2.30) 


Tr 


où 
ur (= (+) — ut (i—7+)1/2 +. 


L’équation (2.30) renferme pour chaque { les valeurs prises par #° 
en trois nœuds, si bien que la recherche des valeurs successives #° 
sous forme explicite exige deux conditions initiales. La première con- 
dition découle de (2.2): 


1 (0) = %,, (2.31) 


et la seconde doit garantir la propriété « le développement de 
la solution approchée #° renferme seulement les puissances paires 
de +». Cette condition est énoncée par Gragg (voir [91)): 


(=) = 9 + 7 (0, w). (2.32) 


On trouve à partir de l'équation (2.30), £ = +, 2x, ..… ,s, sous 
les conditions (2.31), (2.32) les valeurs de la fonction #°({) pour 
{= 0, +, ..…., 1 + +. On note qu'on a pu prendre pour deux va- 
leurs initiales les valeurs aux points — + et 0. Il y a plus. Si l’on 
pose 

6 (— 7) = 09 — +7 /f(6, 4), u° (0) = #4, (2.33) 
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alors les équations (2.30) donnent la même solution aux différences 
parce que (2.33) et (2.30) entraînent pour { — O0 l'égalité (2.32): 


(x) = 4° (—<) + 2+<f (0, #7 (0)) — 9 + +f (0, w,). 


On suppose qu'on est pour le problème (2.1), (2.2) dans les con- 
ditions (2.3), (2.4), avec 7 > 2entier. On pose s — [(r — 1)/2]. 
Connaissant la solution #, on écrit le système linéaire pour ! —1, 
2 S: 


(21+1) IT ,(2k+1) 
pie (£, u) w, = D DE 
ou Bi+I1 ÆEkx+i! 


… L ul (4. #4) y, wi, . D. 


DL: 
Fe Pise CE DR RES ÿ 
(2.34) 
4 ( _—_— 21#1) : eof2 k+1) 
Dé Vetrr CI+D1 À Gr+D 
! 
1 CEA 
— —< (4, u) v, ... %,,  VIE(O, 1). 
FL k1 au .. - 
On prend pour conditions initiales 
0) = — (21) (O0) —N —— 5029 (0 2.35 
2, (0) = ——% ut (0) DETTE 2% (0). (2.35) 


Ce système fournit de proche en proche 7,, w, dans l’ordre de crois- 
sance de /. On a par exemple pour ! = 1 le système 


+ (4, u)w, — es 
W, — (, uv, = — u"""16 Vte(o,1). (2.37) 
8 


avec les conditions initiales 
v, (0) = — °° (0)/2, w, (0) = 0. (2.38) 


Les coefficients et le second membre du système (2.37) sont de classe 
C"?[0, 1], si bien que la linéarité des équations implique l'existence 


d’un seul couple de fonctions v,, w, e C”"[0, 1] vérifiant les con- 
ditions (2.37), (2.38). On procède de même pour les fonctions sui- 


vantes. On suppose, par exemple, connues v,, w, € eCTEeI0, 1], 
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k=— 1,...,/1— 1. Il est immédiat de vérifier que les indices des 
fonctions v,. w, des seconds membres de (2.34) et de (2.35) sont 
au plus égaux à £ — 1. Tous les termes du second membre des 
équations (2.34) sont de plus au moins r — 2/ fois continüment 
dérivables. Il existe donc unc solution unique 


u, w, e C2 T0, 1]. 


On prolonge u, v,, w, par + hors de [0, 1] cn des fonctions de 
mème classe. On utilise à cet cffet la série de Taylor de longueur 
correspondante. Par cxemple, 


r+1 k tx 
(= Y + (0) Viel—-, 01, 
K=O 


= S LE n (1) Viefl, 1+:] 
_ RI | 


THÉORÈME 2.4. Si l'on est dans les condilions (2.3), (2.4), alors 
la solution du problème aux différences (2.33), (2.30) admet les dé- 
veloppements 


10 — jt + Ÿ: y, + n': nr Ti 3 Tisss (2.39) 


=) 


$ 
P=u+Y uw, + n°, {= 0, 27, 4+,... (2.40) 


=] 


Ici s = [(r — 1/2)1, les fonctions v,, w, sont définies par le système 
(2.34) à (2.36) ef ne dépendent pas de +. Cela étant, si les solutions 
approchées 1° sont bornécs uniformément en +: 


| u°|L.. < Cie, (2.41) 
alors le reste n° admet l'estimation 
| 1 le: < CixT (2.42) 


DÉMONSTRATION. Les fonctions #°, #, v,, w, sont données à 
l'avance, si bien que les développements (2.39), (2.40) définissent 
n° de façon unique aux nœuds — =, 0, .. , 1 + +. Il reste à démon- 
trer la validité de (2.42). On porte (2.39), (2.40) dans l'équation 
(2.30). Soit d’abord le cas {/+ pair. où {e&. On a 


s s 
Ur + ÿ (0) + HP = f (: u + Ÿ 'w, r) . 
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On transforme le premier membre par le lemme 1.1, & 7.1, et on 
développe le second membre en formule de Taylor: 


s 2 k s sr SE : 


Ÿ + ,2A-H1) se 08 de Ÿ 21 
= Ck+1)! 


ES | 


D (2k +1)! 


x 281) d 


Emi ef 4 VS an + fef. (2.43) 


CR 


Ici = À (4, C‘), avec € dans l'intervalle d’extrémités 
{ 


$ 
+ ; “21 
TER #+Y TO w,. 
d:=—1 


Etant donnée la régularité des fonctions #, w,. t,. /, on a 


a. 
\ 
es 
& 
2%, 
P 


és, Dour = 0, dns (2.44) 


On intervertit l’ordre de sommation dans le premier membre de 
(2.43), tandis que le second membre est une fois de plus développée 
en formule de Taylor: 


di +Y #2 (21+1)! 2 re Ta 


NET U DT LEUR TT 
=] 


TES | 


s 4 k 
++ > += fu) +Y — D a) X 
[m0 k=]1 
k 


1 QG + mo. (2.45) 
et 


On a pour &i 
| gi | < Ci, (2.46) 


conséquence de la borne des fonctions w, ct de la continuité de la 
ue : 
+ 


dérivée + On cffcctue l'opération puissance dans la somme 


double du second membre de (2.45) et on identifie les termes con- 
tenant les jo puissances de *, il vient 


ÿ ue . Cr (4, u) ÿ pee De. 


rer Te His 
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: 4 nd 
On conserve les termes en +°. +" ..,+°°, ct on récrit les termes res- 
tants : 


Il est clair que 
| t| < CHE (2.47) 


Ainsi, on. (2.45) sc ramène à 
dr) 1 2h) 
M+Ÿ (ts 


er 
+ 7 D += LD+T 2! 


l=0 lu] 
d Al 
KL Vds, + FU HT + on 
oh! Eu et 


On effectue unc réduction des termes movennant l'équation (2.1) 
ct le système (2.34), 1 vient l’egalité 
tt — hu n TA €: (2.48) 


dont le second membre admet, en vertu de (2.44), (2.46), (2.47), 
l'estimation 


[GI Cis = C5 + ic + Car. (2.49) 


On obtient de même l'équation (2.48) ct l'estimation (2.49) pour 
= 7, 3-,..., si bien qu'elles sont vérifiées pour tous les  e ©... 


Quelles sont les conditions initiales pour le système (2.48)? On 
a pour é = 0 


s 


n° (0) = &°(0) — #7 (0) — Ÿ rw, (0). 


=] 
Avec les conditions initiales (2.2). (2.31), (2.36), on en déduit 
n° (0) =- 0. (2.50) 
On a pour {++ les développements 


s 
. T ms B T 4 _21 + 


l=1 
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On passe à la demi-somme. Etant données les conditions (2.32), 
(2.33), 


En) + (2 = 0 — Tue) + #(— 212 — 


s 


+ '{v, (5) + ou, (— +) 1/2. 


=] 
On transforme le second membre par le lemme 1.1, $ 7.1: 


: ù (21) 
Er) + (12 = n—È er 


s—1 


LS y 2 fr (0) + < ee — S =! 


l=1 le] 


IA (2k) 
: vi=4 (0) et 
Fa ET E SE 


RE 1) (0) 
(21) ! 


La constante &j satisfait à l’inégalité 


[til < co. (2.51) 
On a, compte tenu de (2.35), 
EG) +n (2 = ri. (2.52) 


L'égalité (2.48) entraine pour { = 0 
En) — n° (—5)1/2 5 = 6° (0) n° (0) + +63 (0). 


On multiplie par + + (ou par — +) ct on additionne avec (2.52). 
On a par suite de (2.50) 


n'(+s)— TE, où [Gs] < co. (2.53) 
On évalue les autres valeurs de n° à l’aide du 


LEMME 2.5. On suppose . la fonction discrète C vé . 1e 
l'inégalité AU. +18 (+-]-5+7:B vi= 0 
27, ,cû > 0, > 0. On a 


IG (DIS CIS (0) + 16 ()1 + 4B). (2.54) 


DÉMONSTRATION. Le résultat est évident pour £ = 0, =. On lc 
suppose vrai pour certains £{, { + +, et on l'établit pour { + 2. 
On a 


CU+2-)e (IT (0) + 18 (I + 18 + (IR (0)1 + 
+ CG) + (4 7) B) 55 + +58 < FT 1T (0) + 16 (7)1) + 
+ Gt) BÊTE 5) < 829 (6 (0) + [E(-)| + (+27) B). 


ca 
° 
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Le lemme se trouve démontré par suite de l’arbitraire laissé sur f. 
L'équation aux différences (2.48) entraîne 
D (+2) = n° (4) + 270 (+ +) n° (+7) +2 T'ES (4 4). 
Les estimations (2.44), (2.49) aidant, on obtient 
EN ARIPIENCDIEREN EI TEE ET 
D'où, par suite du lemme 2.5 ct de (2.53). 
n° (#)1< rs (cop + 2 {c18) VIE à. 


On pose {== 1 ct on aboutit à l’estimation voulue (2.42), ce qui achève 
la démonstration du théorème 2.4. 


L’estimation (2.54) du lemme 2.5 n’est pas optimale encore que 
suffisamment simple. Quitte à compliquer la démonstration, on 
diminue de moitié l’exposant (voir [65i). 

Soit de nouveau le svstème (2.34). On le ramène pour chaque / à 
deux équations scalaires indépendantes. On fait la somme et la 
différence des équations (2.34): 


A A (4, #) =, = a, {ef0, l', (2.55) 
de 

45 + + (4, u)v, = b,, Lef0, 11, (2.56) 
té 


où 2, =1t,+w,. J,—= 7%, — w, sont deux nouvelles fonctions incon- 
nues ct 4, b, deux fonctions connues définies par 4, 71, ..., 1,_,, 
®, -., ©_1- Les solutions de ces équations s’écrivent 


! 
z (0 = «0 Ê (O) + À a, (x) ex], 

ue (2.57) 
v(e) = gs Ê (0) 4 \ b, (x) cf us): 


A 2 ( Se ().0) 
avec g (x) = | = dt. 
êu 


On sc place dans le cas où 2//0u est négative sur l'intervalle d'in- 
tégration, ce qui est particulièrement favorable pour la stabilité du 
problème initial (2.1), (2.2). En effet, les perturbations des données 
initiales et du second membre s’amortissent de façon exponentielle 
avec la croissance de é. D'autre part, on déduit de (2.57) que 2, aug- 
mente moins vite que a, et que y, l’est plus rapidement que 6,. 
Il y a plus. La fonction y, a tendance à croître exponentiellement 
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même pour b, bornéc. Comme 7, = (2, + 1,)/2, w, = (z,;—y)/2, 
les deux fonctions accusent unc croissance rapide avec l’auçgmen- 
tation de ?. Elles n'ont pas d'intérêt propre du moment que 
dans l’extrapolation on les élimine des développements (2.39), 
(2.40). Or le reste n° dépend sensiblement de la grandeur de 
leurs dérivées qui croissent vite quand ? augmente. 

On rappelle que la somme :, = t, + w, croît en général plus 
lentement que chacun des termes v,, w, pris séparément. 11 v a donc 
intérêt à considérer non (2.39), (2. 40), mais un développement qui 
en est la somme. Comme 7, ct w, ne sont pas définies aux mêmes 
points du réseau, on recourt à l’interpolation. 


La formulc de lissage correspondante est (voir [917) 
n° (1) = — n° (1) + — Qu (+) + (1 —<)]2= 37 (1). (2.58) 


Ici #°(1) est une nouvelle valeur « lissée » à l'extrémité de l’in- 
tervallc d'intégration. Elle admet un développement de la forme 
(2.39). (2.40). 

THÉORÈME 2.6. On est dans les hvpothèses du théorème 2.4. La 
Jonction «à lissée» u° (1) admet lc développement 


(1) = ue (1) +- ÿ < u + 0(-), (2.59) 


l=] 
où s —[(r — 1}/2] et Les constantes g, sont indépendantes de +. 


DÉMONSTRATION. Soit, pour fixer les idées, M = 1/+ pair. Sclon 
le théorème 2.4, on a pour {= 1 ++ 


u (0) = (0) + Ÿ 'v,(1) + n° (0 
=] 
On additionne avec les poids 1/2 ct on utilise le lemme 1.1, $ 7.1, 
il vient 


$ 2! 


LL _ TAN T ALT 
LUE +) + (A) D an (1) + 


ÈS an #0 +00. 


| 


On ajoute le développement (2.40) ct on divise par 2: 


20 un), ee (1) 
uyg (1) = D+Y + EL LUS 2 + 0(:. 
j==0 


lei 


2.2] SCHEMAS AUX DIFFÉRENCES EXPLICITES 91 


On désigne les expressions correspondantes par g, ct on aboutit à 
(2.59), c.q.f.d. 


On note que le lissage ne résout pas complètement Ie problème 

sé par la croissance des coefficients v, ct #,. Aussi le schéma (2.50), 
(2.31), (2.58) doublé d’un procédé d’extrapolation à la limite fonc- 
tionne au mieux pour un intervalle d'intégration peu important. 
Supposons qu’on cherche la solution du problème (2.1), (2.2) sur le 
segment [0, T ] grand. On partage naturellement {[0, 7] en plusicurs 
segments particis: 


0: Pie 0. GUILDE S% 


où0<x, << x,== Î. [Le problème proposé se décompose en 
une suite de problèmes 
mm f(t nu) sur [0 x]. 
ll (0) == Ho, 
{ HT) Sur es Aa 
ie (Xy a) == Mg (Noa). 
ls 2, Si us D 


(2.60) 


(2.61) 


I1 est clair que les solutions exactes de ces problèmes coincident 
avec # sur les segments correspondants. On cherche chaque solution 
par le schéma (2.30), (2.31), (2.58) ct un procédé d'extrapolation. 
On initialise (2.61) avec la valeur approchée #1 (x,,) résultant 
du problème précédent. 

Bulirsch et Stoer ont proposé de choisir la longueur des intervalles 
d'intégration en cours de calcul, ce choix étant fonction de la pré- 
cision voulue et de l’ordre de l’extrapolation. Les algorithmes de 
ces auteurs utilisent l’extrapolation rationnelle. Ils sont efficaces 
dans le cas de problèmes à données régulières lorsqu'on demande 
une solution approchée hautement précise. Pour plus de détails, 
voir [75], [76], [117]. 


REMARQUE. La généralisation a licu pour diverses conditions 
aux limites. Ainsi, on cherche dans [99], [130] la solution de l’équa- 
tion scalaire y" = f({, y) sur l'intervalle (a. b), qui vérifie la con- 
dition g(y(a), y(b) }=0, relation non linéaire centre deux valeurs 
de la fonction inconnue. Avec le schéma de Crank-Nicholson, on 
obtient un développement suivant les puissances paires du paramètre 
de discrétisation qui permet d'utiliser l’algorithme de raffinement 
décrit au à 2.1. 


Dans [97i, on établit un développement sous forme vectorielle 
suivant les puissances paires pour résoudre numériquement y" — 
== Ay + g sur (4, b). Ici y et g sont des vectenrs de #7 composantes 
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ct À une matrice carrée d’ordre #. Les composantes des vecteurs 
ct les éléments de la matrice sont des fonctions de l'argument 1. 
On n'introduit pas de condition initiale usuelle, ct on garantit 
l'unicité par la contrainte 


N 
>, B;y (4) — B. 


tm] 


B étant un vecteur connu de # composantes ct {B,} une famille de 
matrices à # lignes et # colonnes. On discrétise de façon que le 
réseau renferme les nœuds #,. L'’approximation de l'équation 
différentielle s'effectue par le schéma de Crank-Nicholson. 


2.3. Méthode de décomposition pour un système d'équations 


S'agissant du problème de Cauchy pour un système d’équations 
différentielles linéaires, 1l y a parfois intérêt à réduire le problème 
initial à une suite de problèmes de Cauchy plus simples. C’est le 
cas des systèmes dont la matrice des coefficients est représentable 
sous forme de somme de matrices plus simples douées de propriétés 
déterminées. La réduction est alors réalisée par la méthode de dé- 
composition (voir [431], [112]. [1411). Cette technique s'avère 
cfficace pour les problèmes élémentaires si l'on utilise plusieurs 
réscaux successifs. On obtient finalement unc solution améliorée. 


Soit le système d'équations différenticlles linéaires 
= + Au=f, te(0, 1), (3.1) 


avec la condition initiale 
u (0) == u,. (3.2) 
La matrice À ({) est carrée d'ordre m, f (t)},u(f) ct u, sont des 


vecteurs de #7 composantes. On suppose que les éléments de À 


et les composantes de f sont de classe C”[0, 1], auquel cas (voir [771) 
il y a existence et unicité, et le vecteur u a ses composantes dans 
C'H[0,1]. 

On admet que À se met sous forme de somme de matrices à m 
lignes et "= colonnes dont les éléments présentent la même régularité : 


A > À.. (3.3) 


i==] 


les matrices À,(f) étant définies non négatives à tout instant 
t ef0, 1]: 


(4, (4) v.v)> 0 V veE”. (3.4) 
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Ici E” cst l’espace vectoriel de dimension # muni du produit 
scalaire 


(v.w) = > vw. 


i=1 
où 
Ÿ; ®: 


mn Lu x 
et de la nornmc 


METAL 


La résolution numérique du problème (3.1), (3.2) se fait par le 
schéma décomposé implicite (voir [1121) 


(I + + A, (bu [—< _ -| = u({— =) + +f (à, 


n 


(I + <A, (t)ju° t—- —) = u° [— T . ) 


SR RU UD DR NOUS TRS CR DS (3.5) 
(+ + A4, (0) (0 = [ts —), 
l € 0x, 
u° (0) = wo, (3.6) 


I étant une matrice unité à # lignes ct m colonnes. 

On note qu'on résout à chaque pas les systèmes d’équations al- 
gébriques linéaires de matrice ZI + + 4,({), si bien qu’on décompose 
A de façon que la résolution des systèmes soit facile. 

On démontre la stabilité du système (3.5), (3.6). 


THÉORÈME 3.1. On a pour le problème (3.5), (3.6) l'estimation à 
priori 


(E 


max Î[u* (9[|< {ul + max | f( 11 (3.7) 
G = Eve 
DÉMONSTRATION. On multiplie scalairement chaque équation 
(3.5) par CN L — 77— |: …,u (/) respectivement. La première 
n |. 
équation donne 
fs )l+-{[40 u° {= = “|; u° [4 "||" 
ñn n 


= | u°({— 7), ut ft —<—))+ ff (n. nf — + — -]|. 


13 
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On utilise la propriété de À, d’être définie non négative et l’iné- 
galité de Cauchy-Bouniakovski, il vient 


DS DOUTE 


+-1f(91 [lu ti —)|: 
Cette inégalité entraîne, on lc voit aisément, l'estimation 
— 1 
fe) ut + if (O1 (3.8) 


On traite de même les autres équations, et on a la chaîne d’inégalités 

59 _ 
ufr --? | <]fufs—<— : Ê 
| 7 CL 


uft—<— 


Ces inégalités et l'estimation (3.8) donnent 


fu (1 < [fu G— + |] + 


On en déduit par recours à [|u° (0)|| — || u,|| résultant de la con- 
dition initiale (3.6): 
fu <a +2 | f (NI 


D'où l'estimation voulue (3.7). 


Les pages suivantes de ce paragraphe généralisent les résultats 
du chapitre premier au cas de vecteurs, si bien que les démonstra- 
tions se font en gros suivant les mêmes schémas. Nous insisterons 
sur les différences capitales entre le cas vectoriel et le cas scalaire. 

Soit l’ensemble de problèmes différenticls* 


dv min (/+1,n) 
Tu is À V: == ÿ ÿ A, … 4) Vi-u+1 + 
. s=2 Cia... <i, 
11 
CET qi) 
————— Y; sur (0.1 3.9 
TENTE ur (0.1) (3.9) 


*) On considère comme étant nulles les sommes dont la limite inférieure est 
plus grande que la limite supérieure. Le signe Ÿ signifie la sommation de 


Cire, 
tous les produits (distincts) possibles de s facteurs A4, A4, .… As, tels que 1<i1< 


Lis <.<i, En 
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et 
v, (0) == 0*, [= 1,7. (3.10) 


Si l’on pose v, = u, on obtient à partir de ce système les fonctions 
vectorielles successives v, dans l’ordre de croissance de l'indice /. 
En effet, on suppose définies À fonctions vectorielles v,, : — 0,.. 


… , À — 1, de composantes € C'TS [0, 1]. Le plus grand indice 
des fonctions figurant au second membre de (3.9) est À — 1; aussi 
la fonction vectorielle v, est bicn obtenue à partir de (3.9) avec la 
condition initiale homogène. On note en outre que les composantes 
du second membre sont 7 — k fois continüment dérivables sur [0,1]. 
La solution v, a donc ses composantes dans C0; 1]. Par con- 
séquent, le système (3.9), (3.10) fournit univoquement toutes les 
v,. et les composantes de ces fonctions sont de classes C’*!" [0, 1]. 
On montre que #° du schéma (3.5) admet la représentation 
r—1 
u° — Ÿ Tv, +" sur G:., (3.11) 


j=0 
avec la fonction vectorielle n° définie aux nœuds de &- teile que 


max ||n° (/)||< c.. (3.12) 
tE O+ 


Les fonctions u° ct v, étant définies, l'égalité (3.11) donne la 
définition suivante de n°: 


N = u—Y -/v, sur à. (3.13) 


Il reste à prouver l'estimation (3.12). On récrit le système (3.5) 
en en éliminant les valeurs intermédiaires de u‘: 


(D tr 4,0)... (4-24, (hu (= un (—+) + 
+ = f (1). { E &z. (3.14) 
On y porte le développement (3.11), il vient 


r—| 
(+ =4,(1)).. (1 + + 4,) (1?) D 'v, (D +rr ] — 
$=0 


r—1 


=Y dv) + nf += (0. (815) 


j=0 


*) Ici 0 est l'élément zéro de l’espace E”. 
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On développe chaque v, du second membre en série de Taylor avec 
un reste qui en exprime la régularité: 


7—) i : 
9e PE vpn à eo gt 


i=æ0 


) | < = max max [vf #0] V/eex. (3.16) 


[0 (4) < —"— 
(r—7 + 1)! 1<kém [0,1] 


v,,, étant la t-ième composante de v,. Avec la formule pour v, ({ — 


— +), on récrit (3.15) en omettant la variable indépendante # dans 
les cas où cela n’entraîne aucune ambiguïté. On a 


1 _ 
(J+-14,)...(1++ 4,) (S Vv,+T ï) — 


j=0 
r—1 r—)j (—) r—1 
- Ÿ = vi ten (£ — +) +rf+rt Ÿ, si. 
j=0  i=0 j=0 


On multiplie les termes du premier membre et on identifie les termes 
contenant les mêmes puissances de =: 


n r—1 


< D. APAELTA AY Tv 


j=0 


+ (T+54,)...(1+74,) n° — 


ver 1)/— (j—i) He 
VV ON En (ie) af + eV dj. 
> > G=i1 (s) n ( ) L j 
On réduit aisément cette relation à la forme 
f?+n—1 min (3,n) 
SAN » “4 1 Ava 
j= 1 s=| ia i 
r es (—1)7— vi) 
HT (1+-A,).. + age ÿ PEU Re à 


r—1 
+Hent—-)+-f+ FUY ox (3.17) 


j=0 
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Le procédé de recherche de v, (les égalités (3.9)) nous fait conclure 
facilement à la validité des équations 


+4 Vo—=f sur (0,1), 


car Vo = u et 
min ({+),n) 
A i A ER .. A; Vis11 — 
s=1 RATER CR 


dti : 
Terre gi sur (0, 1), l — Ï, Fate r—]. 
— i 
i—0 


On note qu'il s’agit en fait d’une autre écriture des équations (3.9). 
On utilise les relations obtenues pour simplifier les deux membres 
de (3.17): 


r+n—1 min (j,n) 


à x? » D . Ai 44, A Vi + 
j=r Si CiaC Li, 


po] 


+*(1+<4)..(1+-4,)n = 7n ({—:) Fe 6 : 
30 


on reporte à gauche le premier groupe de termes du second membre: 
(+=4,)..(1++4,)n = n ({—:) + xp”, t E cx, (3-18) 


où la fonction vectorielle discrète p° est uniformément bornée sur 
+ : 


pa Le (< ce. (3.19) 


La dernière inégalité tient à ce que p° est la somme de termes de 
deux types: 


r—1 r+n—1 | min (7,n) 
p=Y c; — > ME Ÿ ÿ, Ai Ai, Ai Vs (3-20) 
j=0 jur+1 sl ÇirC...<i, 


L'estimation (3.16) et la régularité suffisante des composantes des 
v, déterminent la borne uniforme sur w,_ de la première somme. 
La seconde somme a tous ses termes bornés parce que les éléments 
des matrices À, et les composantes des vecteurs v,, présentent la 
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propriété d’être uniformément bornés. En effet, ces éléments et ces 
composantes sont au moins continus, et ils atteignent donc leur 
maximum et leur minimum sur [0, 1]. Les termes du second groupe 


sont au plus (# — 1)2”". On évalue chaque terme. Soit || "Ai sk 
ee A4 Vs . Comme j >7 + 1 et + < 1, cette expression est au 
plus égale à Ai, A 4. Vs ||- On choisit la composante maximum 


du vecteur v,, (il est connu que les composantes de ce vecteur 
sont uniformément bornées) : 


C3 — max max |v,,,,|, 
1<kém [ul 
avec 7,,,, la À-ième composante de v,,. Il est clair que ||v,,|| < 
< C3 Ÿm. On prend l’élément de plus grand module de la matrice À, : 
Ca = max max max |4,,4,,|, 


1<i<n [0.1] I1<k<m 
1<!I Em 


avec À;,24 l'élément en ligne # et en colonne /. On utilise pour 
la norme euclidienne de 4, l'inégalité fort simple (voir par exemple 


[119]) 


Il À, < mCs, 
et on a finalement 


| A, -. A; Vys | < | Ai, | _ 44, | [lvl < °c cs. 


Ainsi, on a évalué un terme arbitraire de la somme (3.20), d'où 
la validité de (3.19). 


Avec la définition (3.13), on construit la condition initiale pour 
l'équation (3.18) au point #£ = 0. Cette condition s'écrit compte 
tenu de (3.2), (3.6), (3.10), 


n° (0) = un “(OT # v 0) = <(u(0) — u(0)) = 0. 


On a donc construit pour n° un problème aux différences qui vérifie 
l'estimation à priori (3.7). L'estimation (3.7) implique 


max ||n‘(#)]< max ||p° (#){|. 
1EQ- tEo.- 


Etant donné (3.19), on est conduit à (3.12), et c, = co. 
On énonce ce résultat sous forme de 


THÉORÈME 3.2. On suppose que la matrice À du problème 
(3.1), (3.2) s'écrit sous forme de somme (3.3) de n termes vérifiant la 
condition (3.4) et que les éléments des matrices À, et les composantes 
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du vecteur f appartiennent à C’ [0, 1]. La solution u° du schéma dé- 
composé (3.5), (3.6) admet le développement 


r—1 
u = u + ÿ v,+T nn sur à, 
j=1 
où v,est une fonclion veclorielle de composantes e C'*'? [0, 1] in- 
dépendantes de x ct n° une fonction vectorielle discrète bcrnéc : 


max ||n° (f)||< c.. (3.21) 
tEQ+ 


On se base sur ce développement pour justifier la méthode 
d’extrapolation du $ 1.3 à la différence qu’on opère avec les vecteurs 
et non avec les scalaires. On suppose qu'on est dans les hypothèses 
du théorème 3.2 et on construit pour 0 < N, < ..… < N, entiers 
fixés les réseaux &G., de pas +, = l/(N, M), où M est un entier na- 


turel qui croît indéfiniment. On posc pour chaque réseau &., le 


problème approché (3.5), (3.6). Leurs solutions u‘* sont définies 
sur ©. de pas + — 1/M. Le système d'équations 


(3.22) 
Va , RE 


a son déterminant différent de 0, si bien qu’il existe une solution 
unique yÿ,,... , y. On forme la combinaison linéaire 
? 
U"” (1) =- ÿ re 0% (#), te, (3.23) 
Es] 
et on démontre sa précision plus grande pour + — 0. 


THÉORÈME 3.3. On suppose que le problème (3.1), (3.2) satisfait 
aux conditions (3.3), (3.4) et que les éléments des matrices À, et les 


composantes du vecteur f sont duns C” [0, 1], avec r entier naturel. 
La solution corrigée (3.23) avec les poids +, vérifiant le système (3.22) 
admet l'estimation 


max [U* (4) — u(s) || < c; =. (3.24) 


DÉMONSTRATION. On est dans les hypothèses du théorème 3.2, 
si bien qu'on a en chaque nœud du réseau G- 


ut dv, + nt, R=1,..,7. ed 


j=1 
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On additionne ces développements munis des poids y, et on prend 
en considération la propriété (3.22) des coefficients +,, il vient 


U“ = u + Ÿ TAN * sur G+- (3.25) 


Am] 


On évalue |y,| à l’aide du lemme 2.3, $ 7.2. On pose 


Ne 
= min —#t— 1, 
1<k<r—1 Nk 
auquel cas 
| r 
els (<<). k= 1: 37 
Ce 


Cette inégalité et l'estimation (3.21) permettent de déduire de (3.25) 


HU“ (1) —-u (4) |] < a) Y 4, LE ©. 


Ce 


k-1 
Mais +, <rt, À — 1,...,7r, si bien qu'avec la notation 
1 + ce)” 
Ca 


on aboutit à (3.24), c.q.f.d. 


Explicitons ces résultats sur un exemple numérique. Soit le 
problème (3.1), (3.2) de À symétrique: 


| 9,6045364 —0,2154636 —0,1974636 —0,7826544 —1,7593524 | 
0,9645364 — 0,0174636 —0,0626544 —0,1393524 
éléments 0,1005364 0,0093456 0,0226476 
symétriques 0,076 1824 0,1553904 
des éléments 0,3652084 
| supérieurs 


Ses valeurs propres sont égales à 10, 1, 0,1, 0,01, 0,001. La ma- 
trice À étant symétrique et à valeurs propres positives est définie 
non négative (voir [136)). On décompose À en deux matrices trian- 
gulaires À, et À,, la matrice triangulaire inférieure À, étant formée 
d'éléments subdiagonaux correspondants et de valeurs divisées par 
2 des éléments diagonaux et la matrice triangulaire supérieure 4, 
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comportant les éléments surdiagonaux correspondants et les valeurs 
divisées par 2 des éléments diagonaux. Il cst clair que À, = AT ct 
A = À, + 4: On démontre que À, et 4, sont définies non né- 
gatives : 


(qu) (qu. u) + (u, fu) = (C4, + 47) u, u) = 


= — (Au. u) > 0 Vu eE*, i— 1,2. 


Le vecteur valeurs initiales a été pris égal à 
(0,68, 0,68, 0,68, — 0,28, — 1,88)°. 


La solution exacte du problème (3.1), (3.2) avec second membre nul 
cst la fonction vectorielle 


5 FT 108 


—0,18 


0,98 —0.02 —0.02 —0,08 e 
—0,02 0,98 —0,02 —0,08 —0,18 e—* 
u(!) —|—0,02 —0,02 0,95 —0,08 —0,18 or 
—0,08 —0,08 —0,08 0,68 —0,72 Gone 
—0,18 —0,18 —0,18 —0,72 —0,62 be Ti 


Le tableau 2.1 donne les erreurs sur les solutions discrètes du 
problème (3.5), (3.6) et sur les solutions extrapolées (3.23). 


Tableau 2.1 


de la Erreur maximum sur ia solution discrète Erreur maximum dans 
composante du prohlème (3.5), (3.6) l’extrapolation (3.23) 
1 
RE 
1 80 
T1 nm ——. 
1 | || 80 | 
Ten Ten —— T = —— Tam — 
80 160 320 1 160 
Tam — 
1 
Ta =— 
1 1,55 -10-° 7,87 1073 3,97 -1073 2,35 :10-! 1,83-10”° 
2 2,85 -1073 1,44 -1073 7,21-1074 2,21. 1078 1,86 - 107 
3 8,96 : 1074 4,54 -10"t 2,29 -10t 1,28 -10-5 1,38 107? 
4 3,42 -107* 1,73 1075 8,72 :10-4 4,97 -1078 5,40 -107? 
) 7,74 :1073 3,93 -1073 1,98 :1073 1,18 -107* 1,29 - 105 
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2.4. Equations avec singularités 


On s'est borné jusqu’à présent au cas d'équations différentielles 
ayant des solutions régulières. Dans ce paragraphe, on traiïtera le 
problème de rechercher les solutions des équations différentielles 
avec singularités. 

On démontrera que ce cas se prête également à l'extrapolation de 
Richardson à partir des solutions approchées relativement peu pré- 
cises associées à une succession de réscaux. La méthode de Ri- 
chardson sera basée sur le développement de la solution approchée 
suivant les puissances fractionnaires du pas de discrétisation. On 
examincra un exemple concret pour 1llustrer les procédés de re- 
cherche de ses premiers termes qu'on développe dans [87]et [116]. 
Si les équations différentielles possèdent des singularités d’autres 
types (disons. des singularités logarithmiques), la méthode d'extra- 
polation s’avère opérante dans certains cas. 

Soit le problème 


u'—=Yt, L e(0, 1}, (4.1) 
0(9) = 0, (4.2) 


dont la solution est la fonction 


L 
ut == Es pr (4.3) 


Bien que la régularité nécessaire de la solution sur le segment [0.1] 
fasse défaut, on procède par le schéma de Crank-Nicholson 


us =ÿt. le à. (4.4) 


T 
u° (0) — 0. (4.5) 
Quel cest le comportement sur &. de l'erreur 4° -= 1° — 1? 
On porte #° — uw + 4° dans (4.4), il vient 
u+p=ir LE Gr. (4.6) 


La fonction &# admet des d2rivées de tous ordres sur tout intervalle 
ne contenant pas le point ; == 0, si bicn qu'on a en tous les points 
de ©, sauf le premier: 


ty (= n° (0 + Eat (0 + = 15 (5) = 
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où E(#) eff —+/2, 1H -/2]. Etant donné ce développement, 
l'équation (4.6) se récrit 


2 4 
u Tee. s» e .l 
= + es T FTTE) (4.7) 


Il est évident que le terme en =“ est prédominant pour tous les points 
de &-, sauf le premier. On procède comme plus haut, et on dégage 


la partie principale de 4° moyennant la solution de l'équation 
différentielle 


, x 2 = 
ni — , FA RS 1 e 4.8 
De (1 (5 


La solution générale de (4.8) est la fonction 


Due Tr pri 
U == 48 f + d, (4.9) 


avec d une constante indépendante de /. Il est clair que la condition 
initiale (0) = 0 n'est remplie pour aucune 4. On établit donc la 


valeur de d à l'aide de … 
2 (T% + 
LR + = = . 


Comme #° (0) = 0, on a «° (+) == +”?/Y2, d'où 
a (+) + Y (9 = <7/ #2. 


Si l'on veut que v décrive le comportement de la partie principale 
de l'erreur, il faut donc que 


: 3V2-4 3 
() 7 F2 
6 
d'où 
24 V2 — 31 3,2 
48 Du 


d — 


Par conséquent, la partie principale de l'erreur est définie sur w. par 


la formule 
2 — 31 à 2 
(= APE se par 
48 48 


Les résultats de l'expérience numérique correspondante sont 
donnés sous forme de relations entre les quantités 


ma EM) = [SI (4.10) 
ne (M) = (1 — AU EE ci (4.11) 
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et M = 1/r entier. La fig. 2.2 visualise ces relations en coordonnées 
logarithmiques. La coïncidence des pentes théoriques et réelles 
illustre bien l’ordre de grandeur établi antérieurement de n, et m9. 

On note que s'agissant du développement de la solution suivant 
les puissances fractionnaires, on améliorc la précision par l’extra- 
polation de Richardson. En effet, on fixe / entiers naturels N, < … 


… < N, et on suppose que les solutions approchées ont en { pour tout M 


20 50 100 200 300 600 1000 M 


Fig. 2.2. Erreurs sur les solutions approchées du problème 
(4.1), (4.2) pour #1 = 1. 
1 — n de (4.10); 2 — ns do (4.11); 3 —n, de (4.17). 


entier naturel ! développements suivant le paramètre dc discré- 
tisation +, — tT/N,, où = — 1/M: 
11 : 
e(s) = u(t) + Ÿ ro, (4) + can 8 (4). (4.12) 


ÿ=] 
Re de. ssl 


Les fonctions #, v, et les exposants «,, «, ne dépendent pas de +, 
et O0 < ay < ao < .…. < «. Le reste vérifie de plus l'estimation 


ELDIE Ci- (4.13) 
On forme la combinaison linéaire 


U" (4) = > vus (4) (4.14) 
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avec les poids vérifiant le système 


l 
ÿ VE — 


. (4.15) 


EC 
k-1 N, 
Démontrer la possibilité du système (4.15) exigerait une information 
supplémentaire abondante, si bien que nous ferons tout simplement 
l'hypothèse qu'il possède pour W, choisis une solution +,,...,7.. 
I1 y a licu de dire que le système et la solution sont indépendants 
du paramètre M. Le système (4.15) entraîne les égalités 

Î 

= |, 
k=1 


(4.16) 


k=1 
On a par suite de (4.12) 
11 
U* (4) = en; Yatt (2) + ÿ Ÿÿ Yata rue (4) Æ ÿ Yx° sin 
k=1 km] ir=] kzs1 


Etant données les égalités (4.16) ct l'indépendance des fonctions # 
et v, par rapport à 71. 


MO TUE ET CUIU 


D'où 


| U" (4) )— (Ole Y [als ut 


km! 


pe (|: 


On évalue le second membre à l’aide de (4.13) et de la définition 
de +, : 


| U* (4) — « (4) | < r'c ÿ R? 


— Ms 
Comme c,, Y; et N, ne dépendent pas de + et M, cette inégalité 


Done que la précision obtenue sur U" est de l’ordre de tr! pour 
—+ O0. 

On se place, pour concrétiser, dans le problème (4.4), (4.5) et on 
vérifie l'efficacité de l'extrapolation basée sur le développement 
suivant les puissances fractionnaires. On su pose que la solution 
de (4.4), (4.5) admet le développement (4.12), où ! = 2, &«, —= 3/2, 
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«> = 2. On pose V, = 1, N, == 2 et on cherche pour plusieurs M 
. . Tr ° > 
entiers naturels les solutions 1  . aux réseaux de pas 


-, = IJ(N,M). L'erreur 4° (1) sur #* est donnée par la fig. 2.2. 
Le système (4.15) s'écrit dans notre cas 


\’1 
ct possède comme solution 
2 I 


=, 


IT — 


=— 


a —— A 
1 — 27/2 É 1 — 27972 


On forme la solution extrapolée U” pour plusieurs Af entiers natu- 
rels : 


U" (= vu (t) + nu /2(1), où == 1/M. 
On calcule l'erreur 
93 (3 M)=[U* (D) —#(1)|. (4.17) 


On l’a rapportée à 3 M car le calcul de U” exige sensiblement le 
même nombre d'opérations que celui de la solution #‘/°. 

La pente du graphe de », confirme l'ordre de précision élevé 
des solutions approchées des problèmes avec singularités qu’on 
obtient par extrapolation (fig. 2.2). 

L'intégration d’une équation différentielle ordinaire du premier 
ordre est étroitement liée avec les formules de quadrature, si bien 
qu'en théorie des quadratures on raffine souvent les résultats à 
l’aide des développements suivant les puissances fractionnaires de + 


(et des fois suivant celles de =“ 1n? +). Pour ces questions voir [22], 
[66], [86], [87], [94], [131], où l'on trouve de plus des résultats 
de la résolution numérique d'équations différentielles ordinaires 
avec singularités. 

La méthode que nous venons de décrire paraît avoir un vaste 
avenir en ce qui concerne les équations différenticlles ordinaires 
et les équations aux dérivées partielles (pour celles-ci surtout). En 
effet, les résultats pratiques sont prometteurs, même pour le pro- 
blème de valeurs propres en dimension deux (voir [85]). On n'arrive 
par contre que fort rarement à justifier rigoureusement les dévelop- 
pements de la forme (4.12). Un autre inconvénient de la méthode 
est qu'elle est difficilement mécanisable car elle ne débute qu'après 
des calculs analytiques laborieux pour établir l’ordre des «,. 

On considérera plus loin (ch. 4) une autre méthode pour les 
équations aux dérivées partielles. Elle repose sur le morcellement 
du réseau au voisinage de la singularité et permet de résoudre nu- 
mériquement des problèmes dont les solutions présentent des sin- 
gularités ponctuelles. 


CHAPITRE 3 


ÉQUATION DE DIFFUSION STATIONNAIRE EN 
DIMENSION UN 


L'intérêt de l'équation de diffusion tient à ce qu'elle trouve 
de nombreuses applications dans diverses branches scientifiques. 
Elle occupe une place de premier ordre en théorie des réacteurs 
nucléaires où l’approximation de diffusion de l'équation de transport 
a joué un rôle hors pair. La protection de l’environnement relève 
du calcul de la diffusion des aérosols industriels. Des problèmes 
de diffusion d’une grande portée se posent en physique, en chimie, 
en géophysique.. Aussi ce chapitre sera centré sur plusieurs façons 
de poser les problèmes caractéristiques des équations de diffusion. 

Nous tenons à noter que s'agissant des applications particuliè- 
rement intéressantes, l'équation de diffusion intervient lorsque les 
coefficients et la fonction de sources sont discontinus. Cela impose 
des restrictions supplémentaires sur la solution qui se trouve con- 
tinue sans être dérivable. On doit donc modifier sensiblement 
l'appareil mathématique développé dans le Chapitre 2, qui permet 
de trouver les solutions améliorées dans leur ensemble à partir des 
solutions approchées associées à des réseaux différents. En effet, 
le développement taylorien de la solution a lieu sculement dans 
les domaines privés de points où les coefficients et la fonction de 
sources subissent des discontinuités. N'empêche que les problèmes 
à cocfficients continüment dérivables présentent un intérêt certain, 
si bien que notre étude de l’extrapolation de Richardson pour les 
problèmes aux limites débutera par l'équation de diffusion station- 
naire à coefficients suffisamment réguliers. 


3.1. Problème de Dirichlet 


Dans ce paragraphe, on étudiera le problème de Dirichlet pour 
l'équation de diffusion. Contrairement aux chapitres précédents, 
où l'on s’est occupé seulement du problème de Cauchy pour des 
équations différentielles ordinaires, on insistera cette fois sur les 
problèmes aux limites pour des équations différentielles du second 
ordre dont les équations de diffusion constituent le cas le plus in- 
téressant du point de vue des applications. On se place d’abord 
dans le cas de coefficients assez réguliers et on justifie une méthode 
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d’extrapolation. Comme plus haut, on obtient une solution approchée 
précise au maximum à l'aide des solutions approchées des équations 
aux différences d'ordre d'approximation peu élevé, qui sont associées 
à une suite de réscaux. 

Ainsi, soit le problème de Dirichlet cn dimension un pour l’équa- 
tion de diffusion stationnaire 


— (pu) + qu= f, xe(0. 1). (1.1) 
u (0) — %o, (1) = 1. (1.2) 
En ce qui concerne les coefficients du problème, on suppose que 
p(x)>c > 0, g(x)> 0, xe(O, 1), (1.3) 

et 
g, feC' [0.1], peC’T[0, 1] (1.4) 


pour un entier naturelr > 2. 
THÉORÈME 1.1. On suppose que le problème (1.1), (1.2) vérifie 
Les conditions (1.3), (1.4). Il existe une solution unique u € C” #10, 1]. 
DÉMONSTRATION. On cherche la solution sous forme de somme 
u (x) = v (x) + (0 + x (a — wo) ), 
v étant solution du problème 
— (pr) +qgu=g sur (0,1) 
v(0)}—v(1) = 0, 
où g = f + (a — 00) p— quo + x(#— #9) ). Il existe (voir [92)]) 


une fonction de Green G{x, {) telle que 
1 


v (x) == | G (x, 4) gb) dt. 
0 


(1.5) 


La continuité de G entraîne la même propriété sur [0, 1] de v (x). 
On porte le terme continu gv dans le second membre de (1.5) et on 
intègre de # à x, il vient 


br +r0v0=—- (GET E—-r0)4E (6 
On divise par — p ({) et on intègre par rapport à { de 0 à x: 


pa 9 [on = VU (Ga (6) 2) — 88) dE 
0 | 0. 1 
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On en tire 1’: 


° LORS |? is Fr) : — y dite 
vx) PU) 2 Wu Es ? (1) | NACRE E 1 
\ > 


Plaçons-nous dans le cas du scgment {1/3, 1]. Toutes les fonc- 
tions sous | sont continues, et p ({) est strictement positive, si bien 


que l'expression dans l’accolade est continue. La fonction 


de 
? (1) 
0 

est elle aussi continue en x et strictement positive sur [1/3, 1]. 
Aussi l'inverse jouit également de la propriété de continuité. Ainsi, 
la dérivée v’ est continue sur [1/3, 1] en tant que produit de fonc- 
tions continues. 

Reprenons l'identité (1.6). On divise par p (f) et on intègre de 
x à 1. L'égalité ainsi obtenue entraîne la relation 


| z 


Ce ADS PTE dt}. 


v° (x) = 


J ? (#) 
D'où la continuité de v’ sur [0, 2/3], si bien qu'elle l’est sur [0, 1] 
tout entier et ve C1 [0, 1]. On a par des transformations analogues 
de (1.5): | 
jure. (1.7) 
? ? ? 
Tous les termes du second membre étant continus, il en est de même 
de v”’ sur [0, 1]. Aussi ve C? [0, 1], ce qui entraîne à son tour 
la propriété des termes du second membre de (1.7) d’être conti- 
nûment dérivables. C'est pourquoi, v”’ l’est sur [0, 1], donc ve 
ECS [0, 1]. Au bout de 7 — 1 autres pas, on obtient le résultat 
ve C'#?1[0, 1]. 
Comme # est la somme de la fonction v et d'un polynôme, on 
a le résultat de régularité voulu. L’unicité découle de façon classique 
du principe du maximum (voir par exemple [58]). Le théorème 
se trouve démontré. 


On résout numériquement le problème proposé en construisant 
le réseau régulier 


G,={x 1h, 1—=0,1,.:,N) 
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de pas # — 1/N, N étant un entier naturel. On désigne par à, l’en- 
semble des points médians 


©, = {ximp=(1+1/2)h4, 1=0,1,...,N—1) 
ct par ©, l’ensemble des points intérieurs 
a, = {x=ih, 1=1,.. ,N—11 
On fait correspondre à chaque point une équation aux différences 
—(pih + qu =/f sur o,. (1.8) 
On a, par définition, pour v arbitraire 


in U(x + h/2) — u(x — h/2) 
< h , 


si bien que 
__ Pl + hf2) (uiz + h) = v(x)) — px — 4/2) (u(x) — vx — k)) 
(hs), = PENDU N — a6ED — pe HP VUE) MEN), 
L'équation (1.8) plus deux conditions aux limites 
u" (0) = #9, (1) = #, (1.9) 


donnent N +1 équations pour déterminer N + Î valeurs de la fonc- 
tion discrète #* aux nœuds du réseau G4. 


Le lemme 1.2, $ 7.1 entraîne que, sous les hypothèses (1.4), le 
problème aux différences est approché d'ordre 2. Voyons ce qu'il 
en est de la stabilité. 


LEMME 1.2. On suppose que le problème aux différences (1.8). 
(1.9) vérifie les conditions (1.3). La solution du problème admet 
l'estimation 


| “los <— max |[/|+ max{|w(0)|,|æ(1)}. 
à 


DÉMONSTRATION. Mettons la solution sous forme de somme 
de deux termes: #* = 2° + w” qui sont solutions respectives des 
problèmes 

— (pat gt 0 sur 
nu (0) — 1 (0), 4 (1) == au (1) 
et 
— (puit qu =/f sur ©, 
w (0) =w (1) =0 
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Le premier problème vérifie le principe du maximum sous forme 
discrète (voir [43]) qui implique la majoration 


|| v* Île, < max {| # (0)[: |# (1) 1}. 


Quant au second, on emprunte à [43] 


h 1 
Il 2 Îlc,x <— max|/|. 
C1 oo, 


Les deux estimations ct l'inégalité du triangle 


k h à 
Ur ls SU les + Ho les 
garantissent la majoration voulue. 


On utilise l'affirmation du lemme et le fait que (1.8), (1.9) cest 
un schéma d'’approximation d'ordre 2, et on démontre que #* est 
exacte à l'ordre 2 en #. 

On construit une solution corrigée plus précise. À cet effct, on 
pose ! = [(r — 1)/2] ct on fixe M, < ... < M,,, entiers naturels. 
Le problème (1.8), (1.9) est résolu sur chaque réseau &,,, k, — 


= 1/(M, N). 
N cest une fois de plus supposé indéfiniment croissant, et on 
demande la relation entre la précision de la solution corrigée et le 


paramètre 4 — 1/N. On note que toutes les solutions #** sont dé- 
finies sur le réseau ©,. 


Il est déjà apparu que le système 


+1 
Ce Las 1 
k= 1 
ne (1.10) 
Sak=0,  j=1,...1, 
= 1 
est non dégénéré. Prenons sa solution unique Y,, .…, Y:41 et formons 
la combinaison linéaire 
+1 ñ 
U* (x) = Ya (x), x e où. (1.11) 
CR | 


THÉORÈME 1.3. On suppose que le problème (1.1), (1.2) satisfait 
aux conditions (1.3), (1.4). La solution corrigée (1.11) avec les poids 
fournis par le système (1.10) admet l'estimation 

I U* —-# 


ox < Ce 4”. (1.12) 
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DÉMONSTEATION. Voyons si l’on est dans les hypothèses du 
théorème 2.2, $ 1.2. On pose M, (Q)= C* [0,1], P,(à)= C*F2[0, 1] 
et N, (D) = R*. La condition A du $ 1.2 est une conséquence du 
théorème 1.1. On pose pour le problème aux différences (2.3) du 
paragraphe mentionné: 


Q, — Op 0, —— Oh, D, — {0, 1} 
et 


lulla, = élu léllg, = maxlel 
à oO 
[| 26 IL, — max {|(0)|, |æ(1)]}. 


Dans ce cas, la condition B du $ 1.2 coïncide avec l'estimation à 
priori du lemme 1.2. Voyons si l'erreur d'approximation est dévelop- 
pable suivant les puissances paires de #4. Le lemme 1.2, $ 7.1 im- 
plique pour toute fonction ® e CT? [0, 1] le développement 


— (pphs+ go = —(pg) + go — 


= (p gt2È+1))(5+1) 


_\" ht 47 ET)" 6 Sur © 
à ? 
L À ER+ ni s+1)! 


et |o"|<cs Vre ui. 
Ainsi, la condition D est remplie pour la constante 8 — 0. On 


a toutcs les conditions du théorème 2.2, $ 1.2. On passe au théorème 


3.2, $ 1.3. La condition (3.15) de son énoncé est vérifiée avec la 
constante 


M 
d; = min ue 1. 


1<r< | M, 
Le théorème entraîne donc l'estimation 


max [U*—u|< d, Hi, 
À 


où d, est une constante indépendante de #,. Comme l'intersection 
À} contient &,, on a 


-H dy yr 
| CT — los < 77 À : 


On pose c — d4/Mi, il vient (1.12), ce qui démontre le théorème 1.3. 


Ainsi, la précision de la solution corrigée dépend seulement 
de l'indice de régularité 7 des données du problème (1.1), (1.2). 
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Jlustrons les résultats théoriques par un exemple numérique. 
Soit le problème 


— ((1 + x)n") + xu hr . (O, 1}, 


(1+ 3}° 
u (0) = 0, au (1) = 1/2. 
Sa solution analytique s'écrit 
. — x 
u (x) EE 


Ci-dessous le tableau des erreurs maxima en fonction du nombre 
de nœuds du réseau &,. 


Tableau 3.1 


Ecreur maximum sur la solution extrapolce (1.11) 


Erreur maximum sur la h = 1UN 
N solution du problème h = 1/N, : de by =1N, ka æ 1/2 N), 
ARAEel hg = 1/(2 N) Lie hs = IGN), kæ=1/U4N) 
hs = 1/(3 N) 
10 2,310" 4,2 -1077 5,3 10-10 5,6-10-13 
20 5,8 - 1075 2,6 -1078 8,4:10-12 4,6 -10-15 
30 2,6 -10$ 5,3-107? 7,5-10713 2,1:10-14 
40 1,4-10-5 1,7 -10-® 1,5-10-23 6.3:10-13 


Ou note que les erreurs relatives d'arrondi se situent au niveau de 107, ce qui 
se voit bicn dans deux dernières colonnes. 


3.2. Troisième problème aux limites 


On se heurte dans le troisième problème aux limites à une dif- 
ficulté absente du cas de Dirichlet relatif à l'équation de diffusion. 
I1 s’agit du problème d'approcher les conditions aux limites. Ce 
paragraphe se propose de justifier la méthode de Richardson pour 
le troisième problème aux limites. 


Soit, pour l’équation (1.1) sous les hypothèses (1.3), (1.4), le 
troisième problème aux limites 


ao (0) — uw’ (0) = &, (2.1) 
a #1) + #° (1) = gi, (2.2) 

avec ap et æ, des constantes non négatives telles que 
Xo + Xy — Co > 0. (2.3) 
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THÉORÈME 2.1. On suppose que le problème (1.1), (2.1), (2.2) 
vérifie Les conditions (1.3), (1.4), (2.3). Il existe une solution unique 


u eC"Ÿ? [0, 1]. 


DÉMONSTRATION. On met la solution # sous forme de somme: 
uw(x) = v(x) + ax + b, les constantes a et b étant définies par les 
égalités 

he = A+tagt+e 
Go + 1 + Go: 


Ce choix de a et b garantit le caractère homogène de la condition 

aux limites pour v: 

&ov—% = 0 au point x = 0, 

æ2+v = 0 au point x = 1. 
La fonction v est de plus telle que 

— (pr) +qu=8g sur [0, 1], 
où 

g=/f+p'a—g(ax + b). 


La suite coincide textuellement avec la démonstration du théo- 
rème 1.1 jusqu’au résultat de [92] qui reste valable pour le troisième 
problème aux limites. 

Si l’on construit le schéma aux différences à l’aide de l'équation 
(1.8) associée aux nœuds de «w, (comme c’est par exemple le cas 
de [43]), on approche les conditions aux limites par des différences 
unilatérales. On conçoit que cela équivaut à l'impossibilité de 
développer suivant les puissances paires de #. En effet, les puis- 
sances impaires de h ne disparaissent automatiquement que si l’on 
utilise les différences centrales, et les développements à coefficients 
non nuls des puissances impaires sont moins efficaces parce qu'on a à 
éliminer dans l’extrapolation deux fois plus de termes, 1.e. on a à 
résoudre deux fois plus de problèmes approchés. 

Aussi on propose dans [24] un schéma basé sur les équations 
discrètes 


— (pui)s + qu = f sur &à,, (2.4) 


et on fait disparaître dans la première et la dernière équation les 
points extérieurs à [0, 1]. On utilise à cet effet les équations appro- 
Chant les conditions aux limites (2.1), (2.2) 


%o 1 — u4 = £9 au point x = 0, (2.5) 
a+ au point x = |. (2.6) 


On aboutit par élimination à un système algébrique de matrice 
N x N symétrique. Si l’on se passe de l'élimination, la matrice 
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du système n’est pas symétrique, ce qui n’a pas (dans le cas de ma- 
trices tridiagonales) d'influence décisive sur le procédé de résolution 
(la méthode du balayage). D'autre part, la méthode d'extrapolation 
devicnt beaucoup plus intuitive parce qu'avec le procédé sans éli- 
mination des inconnues, on apprécie séparément l'apport des ap- 
proximations des conditions aux limites et celui des approximations 
de l'équation même. 

Ainsi, on se propose de résoudre numériquement le système (2.4) 
à (2.6). On prolonge au préalable la fonction #(x) en dehors de [0, 1], 
disons, par les polynômes 


r+2 ; r+: 
ÿ 2 nu) (0) . (x — 1)" 1%) (i) 
k! | k! 
R=0 k=0 
à gauche et à droite respectivement. La solution prolongée est de 
classe CT? [—1/2, 3/2], et on la désignera par la notation usuelle 


u (x). 
On vérifie que la solution du schéma jouit de la propriété de 
stabilité. 


THÉORÈME 2.2. La solulion du système (2.4) à (2.6) vérifie 
l'estimation 


max | #* (x) | < FE ee )1 + 200) 181 + #(1)18). 


DÉMONSTRATION. On fait produit de chaque équation (2.4) 


associée au point ip E ©, par hu” (xis1p) et on additionne les 
résultats, 1l vient 


= ÿ (pus): a h + ÿ qu)" k = ÿ fuh. (2.7) 


*EO, *ED, *E&, 


On applique au premier terme la première formule de Green discrète 
(voir [41]) qui s'écrit avec nos notations 
— Ÿ uw (x)w (x) h = 
*E0Q, 
= Ÿ v(x) wa (x) À + v (0) w (k/2) — v (1) æ (1 — hf2), 
2€ 4 
À 


la fonction v étant définie aux nœuds de 6, ct la fonction w(x) en 
ceux de &,. On trouve l'égalité 


D'i h = ÿ P (x) (as (x))° 4 — 


1€ 0, 


— pi) 14 (1 — 4/2) aà (1) + D (0) 14 (4/2) uÀ (0). (2.8) 


©, 
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On récrit (2.5) et (2.6): 
— (1 +) 1à (0) + 0 27 (472) = 80 
} 
L + =) uX (1) + 2 (1—Xf2) = gi, 


et on met (2.8) sous forme 


—Ÿ (p u3)s n° h — 

(A) 

= Let + EE fan(4) ste] + 
er ce God La à Du Li Lu 3 


Par substitution dans la formule (2.7), on a après certaines transfor- 
mations 


D px) (uà (x)) h + 220 [= +) + 


©, 1 + h «g/2 
? (1) _ 
st ‘ti —-+)} + à 90 (x) A = 
h 
? (0) & .xj k p(1) y 4h 
= À LS PTE = en a. LE E? 


On minore ou on majore chaque terme de l'égalité (2.9) selon 
qu'il fait partie du premier ou du second membre. Etant donné 
p(x) > c, (propriété (1.3) du paragraphe précédent), on a l'inégalité 


», px) (ui (x)) 2 > GŸ, (ag (x))° A. (2.10) 
:E0) xEQ, 
Comme # < I, > 0,ona 
Go ? (0) Go C1 h 
2.11 
ÉOUDIÉ ne des 
a ? (1) Le ST | — — 2.12 
ea | l +) l+a/2 À [| 7] Ce 
D'après la propriété (1.3) mentionnée, g(x) > 0, si bien que 
Ÿ q (x) (u* (x))® h > 0. (2.13) 


:E G 
w, 
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L’estimation 
ÿ f(x)u (x) h< ee Lf(x)| max |u° (x)! (2.14) 
*E à Va To 


h 


est obtenue en remplaçant chaque terme par son maximum et en 
prenant en considération que les points de &, sont au nombre de N 
et que AN — 1. Les inégalités simples 


ou A() eh em EOt A9 
1 + ao 4/2 Ed, 
ft) < 5 (0 Les max | (| (2.16) 
l + hay 2 *EŸ, 


découlent de «x, > 0, # > O. 


La relation (2.9) et les inégalités (2.10) à (2.16) donnent l’esti- 
mation 


L: ÿ, [ré ()) h + ee. | # (=) + : ET (s ( —+)f 


1E0) 


= 
®, 


< (max | (x) + p{ lol + 2()Iel) max] a (xl. (2.17) 


On se rappelle que «po + &, > Ce. Il est clair que l’un de ces 
nombres est au moins égal à c./2. On estime, sans restreindre la 
généralité, que cs > ap > C2/2. Aussi 


D 
1 + @o/2 2+c 


On a de plus 
Er NS & 


2+0 D 1 + œ1/2 
On s’en sert pour évaluer le premier membre de (2.17), il vient 


Fra L 6 ONE LL} < 


< (max LA & PO) 801 + PU 81 D max à (x). 

1€ 3€ 0 

h 
On simplifie l'inégalité en utilisant l'estimation discrète de l’im- 
mersion (voir D (un analogue de l'estimation des normes dans 


C[0, 1] et WE (0, 1)) 
max (n° (x))°< 2 D Gus (x) 4 + (n° (4/2) 


few, 


W 


*E 
o, 
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qui donne 
Ca Ce h\2 C1Ce Î[ h° 2 | OAf h \\° 

— Max (4) << —— Uz) À 1 [re [=-)) | 

— “4 ) (20% : 
ce qui permet de récrire (2.17) 

LE max|#|°< max|#"|(max|/|+ #(0Ng1+ 2(1)leil). 
(A) 
À h 


2(2+c) à ; © 


L’'affirmation du théorème 2.2 résulte de cette inégalité divisée 
membre à membre par 


3 max|# |. 


2(2+0) o, 


Avec l'estimation ainsi démontrée, on dit que le problème (2.4) 
à (2.6) admet une solution unique pour chaque réseau à. 

La construction de la solution corrigée à partir de plusieurs 
solutions connues obéit à la règle suivante. On pose ! = [(r —1)/2] 
et on fixe les nombres impairs 0 < M,... < Mi;1. On résout pour 
chaque réseau ©,,, k, = 1/(M, N), le problème aux différences (2.4) 
à (2.6). On note qu'avec M, impairs, on a pour tout entier naturel 
N l'inclusion 6, = &: (4 = 1 /N); aussi toutes les solutions sont 
définies sur &;. 

Soit le système 


1+1 

)Rr = À, 

k—1 

on (2.18) 
Ÿr h} = 0, RCE Î sl 

Kk=s] 


I1 possède pour seule solution Ÿ,. ..., Y41. On forme la combinaison 
linéaire 
1+1 
U* (x) = Ÿ Vu (x), Xe da, (2.19) 


k=1 
et on établit son ordre de précision. 


THÉORÈME 2.3. On suppose que le problème différentiel (1.1), 
(2.1), (2.2) remplit les conditions (1.3), (1.4), (2.3). La solution cor- 
rigée (2.19) avec les poids définis à partir du sysième (2.18) admet 
l'estimation 


max |U"— n|< ca 4". (2.20) 


w, 
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DÉMONSTRATION. Vérifions si les hypothèses du théorème 2.2, 
$ 1.2, sont bien satisfaites. On pose M, (Q)= C* [0,1], P, (ñ)— 
= C210,1]et N, (D) = R° pour tout 4. La condition A du $ 1.2 
découle dans ce cas du théorème 2.1. On pose Por le problème 
aux différences (2.3) du $ 1.2: G, = ©,. 0, = ©,, D, = {0, 1! et 


el, = ll, = maxtul. 


| “]ln, — max {|#(0)|,|[#(t)]? 


Avec ces notations, la condition B du $ 1.2 coïncide avec l’estima- 
tion du théorème 2.2. I] ne nous reste qu’à établir si les erreurs 
d’approximation se développent suivant les puissances paires de z. 
P ar le lemme 1.2, 8 7.1, toute fonction  e C’#*+#? [0, 1] admet le 
développement 


— (PPa too= — (pp) + g?— 
IR (RH DNU2SH 1) 
F4 ch (2 ee 1)! e 1)! + HT oc sur 6, 
[(2s+ 1)! 
j=1 k+smÿ 
et 
lo'l<cs Vrew;. 


On a aux points frontières 
ao ?y (0) — p4 (0) — æp (0) — p° (0) + 


te RTE (29 (25+1) (0 ; 
2 Ÿ AT P (0) et P ( ) : h'—?à 0° 


= TRUE 


où Pol < C5, et 
œPy (1) + p, (1) = mo (1) + (1) + 


. 2? pt2+#1) 

h?i 4—i MINE (1) ha, 
“A à (s° ent Droit 
oùlpl<c 

Ainsi, la condition D cst vérifiée avec la constante B — 0. On 
est donc dans toutes les hypothèses du théorème 2.2, $ 1.2. Voyons 
ce qu'ilen est de celles du théorème 3.2, $ 1.3. Il est immédiat d’éta- 
blir qu'on n'a à tester que (3.15). Cette condition devient évidente 
si l'on prend 


‘ Ar 
d;== min [et) — 1. 
1<kci | Mr, 
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Aussi le théorème 3.2 entraîne l'estimation 
max|U*—u|< d4 hi, 
À 
la constante d, étant indépendante de #,. Les nombres M, sont 
impairs, si bien que l'intersection Q,, contient &,, donc 
d 


k'. 
M: 


max |UT—u|< 
À 


On aboutit au résultat désiré (2.20) si l’on prend c; = d4/Mi. 


Ainsi, on a établi pour le troisième problème aux limites que 
la précision du correcteur linéaire dépend seulement de l’indice 
de régularité » des coefficients et du second membre de l’équation 
(1.1). 

Pour illustrer le gain en précision apporté par le procédé décrit, 
on considère le problème 


/\? Re 1e oh 
_((l | je Ne one | 
(+ x)u) + xu TR sur (0, 1), 


u (0) — n° (0) — —1, 2u(1) + w°(1) = 5/4. 
Sa solution analytique s'écrit 
AN x 
au(x) — 


Le tableau 3.2 donne les erreurs maxima en fonction du nombre 
de nœuds de &,. 


Tableau 5.2 


Erreur maximum sur la solution extrapolee (2.18) 


Erreur maximum sur la h = IN M un, 

N solution du problème hy = UN, ; ! ka= VUSN), 
en hs SN) re hr SN), 

hs =— 1!SN) he WIN). 
.10 3,5-107* 7,7+10 7? 8,6-10 19 7,6 -10713 
20 8,7-10-! 4,8 -1078 1,3-10-11 1,6 -10714 
30 3,9 +107 9,6 -10-° 1,2-10 71° 2,6-10 714 
40 2,2-10-{ 3,0 -10-° 2,0 -10713 1,7 10-12 


Los erreurs relatives d’arrondi se situent au niveau de 10714, ce qui influe sen- 
siblement sur les valeurs de la dernière colonne. 
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3.3. Equation à coefficients discontinus 


Le paragraphe 3.1 a été consacré au problème de Dirichlet pour 
l'équation de diffusion à coefficients réguliers. Les équations de 
diffusion qu'on se propose d'étudier dans les pages suivantes, sont 
à coefficients discontinus. On a déjà dit au début de ce chapitre 
que ces problèmes jouent un rôle de premier ordre dans de nombreuses 
applications. D'autre part, 11 y a lieu de noter que l'appareil ma- 
thématique des chapitres précédents a été basé sur la propriété, 
pour une solution régulière, d’être développée suivant les puis- 
sances d’un paramètre petit qui a été en l'occurrence le pas du ré- 
seau. Il est naturel que ce développement n’a pas de sens en ce qui 
concerne les points de discontinuité des coefficients. En effet, même 
a dérivée première de la solution subit une discontinuité en ces 
points. La méthode sera donc modifiée en conséquence, et on la 
justifiera pour une classe plus vaste de problèmes à coefficients 
discontinus. 

Soit le problème de Dirichlet 


— (pu) + qu = f, (3.1) 
u (0) = #,, (1) = 11. (3.2) 
où 
pix)>e > 0, q{(x) > 0. 


Les fonctions ?, g, f peuvent posséder des discontinuités de 
première espèce en un nombre fini de points du segment [0, 1]. 
On simplifie les calculs si l’on se limite à un seul point de discon- 
tinuité & € (0, 1). On admet que l'équation (3.1) a lieu sur chacun 
des intervalles (0, E), (E, 1) et on exige au point E 


u(E + 0) == n(E — 0), (3.3) 
D(E + Ju" (6 + 0) — H(E — ju (E — 0) = &, (3.4) 
avec g une constante fixe (conditions de transmission). 
On désigne par v (£ + 0) pour v arbitraire les expressions res- 
pectives 
lim v(E + 5) ct lim (5 — 5). 


ë—0 
8>0 8>0 
On introduit les classes fonctionnelles QE, avec E entier naturel. 
On admet que ve Q% si elle est définie sur [0, 1] et possède des 
dérivées continues par morceaux jusqu’à l’ordre À, la fonction et 
ses dérivées ne pouvant subir d’autres discontinuités que des dis- 
continuités de première espèce au point E. 
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THÉORÈME 3.1. Si les coefficients du problème (3.1) à (3.4) 
sont supposés els que 


DeQ,  fqeU% r>2, (3.5) 
il existe une solution u unique ayant les propriétés suivantes: 
ue QE”, ue C[O, 1]. (3.6) 


DÉMONSTRATION . On cherche la solution # sous forme de somme 
u = w + %2, la fonction w, étant définie par la formule 


Lo + 4x si x € (0, E|, 
w(x) = 
M +(1—x)b si xeflé, 1), 
_ PE + 0) (3 — ue) — (1 — E) 
ë plë + 0) + (1—E)p (E—0) 
D = PE — 0) (ra — 11) — E£ 


Eh +0) +(1— 86)? (86 — 0) 
La fonction w, ainsi construite jouit des propriétés suivantes: 
wi (0) = %o, wi (1) = #1, 
#1 (E + 0) —w, (8 — 0) = 0, 
P(E+O)w(E +0) —p(E—0)wm(E—0)= 68, 
— (pu) +qguw =". 
où 
z, (x) = a ap (x) + g (x)(#0 + ax) si x € (0, £), 
bp'(x) + g(x)(m + (1—x)d)  sixe(s 1). 
On définit w, comme solution du problème avec conditions 
homogènes aux extrémités du segment [0, 1] et au point E: 
w:(0)=0, w(1) = 0, 
Wa (E + 0) — we (E — 0) = 0. 
P (E + 0) m2 (5 + 0) — p (Ë — 0)w3 (6 — 0) = 0, 
— (pur) + que = f — 1. 
Il est connu (voir [58]) que le problème (3.7) a une solution 
unique continue sur [0, 1]. C’est cette solution qu'on assimile à w.. 
La fonction # — w, + w, est évidemment solution du problème 
(3.1) à (3.4). Cette solution est la seule solution du problème. En 
effet, on raisonne par l'absurde et on suppose que le problème 
concerné possède une autre solution, disons #,, auquel cas la dif- 


férence #, — # vérifie le problème avec conditions homogènes (3.7), 
Où f— 2, = 


(3.7) 
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Or, ce problème n’a pas d’autre solution à part la solution tri- 
viale, si bien que # = %:. 
Ainsi, # est la solution, et elle est continue sur {0, 1] parce qu'il 
en est de même des deux termes w, et w.. Il en résulte que {E) 
est une quantité finie. Soit deux problèmes aux limites 
— (pui )" + qu = sur (0, E). 
ti (0) == %0, vi (8) = # (8) 
et 
— (pu) + qu = f sur (6, 1), 
va (5) = # (6), V2 (1) = #4. 
Les coefficients p, g, f ne subissent pas de discontinuités dans le 
domaine où les équations sont définies, si bien qu’il y a existence 
et unicité pour les deux problèmes par le théorème 1.1, et 7, € 
e Cr+2[0, E], v, € Cr+2[E, 1]. Mais la fonction # est également solu- 
tion de ces problèmes. Aussi 


7e {‘: (x) À x € (0, 6}, 
Vo (x) si xef(E, ll] 
jouit des propriétés (3.6). c.q.f.d. 


On pose k, == E/N,. h, == (1 — E)/N, et on discrétise le domaine 
de façon qu’il contienne le point de discontinuité des coefficients E : 


Da, 7 {x = E+(i — N 1) lo; 1 — Ni + 1... N\; ie Na— 1$. (5.8) 


2e [ + su 
oo, TE Op, U op, U UN, NE E}. 


@), = {x = 1h: L'— lee. N—it, 


On note qu’à l’intérieur de chaque région de régularité des coef- 
ficients, les pas du réseau sont réguliers. On introduit l’ensemble 
des points médians 


©, = {xigi = (x + in) /2; 1=0,1,...,N;+Ne—1),(3.9) 
et on considère les équations aux différences 
— (pur), + qu} = f sur &,,, (3.10) 
— (hf), + qu = Sur &,, (3.11) 


Les réseaux w, ct w,. étant réguliers de pas #, et k, respectivement, 
les dérivées aux différences ont une signification simple. Comme 
les fonctions g et f sont définies en & de façon multivoque, on mo- 
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difie (3.10) et (3.11) pour tenir compte de deux valeurs de chacune 
d'elles. On a notamment 
. (pi): js h1g (E—0) + ha q (€ + 0) n° (2) 
h; + ha 
: hi f(5— 0) + hf (5 + 0) 2£L | 
hi + ha ha + ha 


Conformément aux notations principales pour Ics réseaux non ré- 
gulicrs, 


(3.12) 


(pu) | Ur (pr?) | ee 
(puis le = (pui): La 


FN +12 — FN —1/2 
ha J 
2E +] (8 + 2) — nf (E)) JE - æ Qu (8) — (5 — H)) 
_ ha (y + k)/2 n ha (y + ha)/2 ° 
Avec les conditions aux limites 
u" (0) = #9, u" (1) = 14, (3.13) 


le système d’équations aux différences se trouve décrit. Il y a 
existence, unicité et stabilité pour le schéma construit (voir [41]). 

Un lecteur désireux de se familiariser avec les principes de cons- 
truction des équations de la forme (3.12) est prié de consulter 
[43], [65], [112] qui exposent, en particulier, les procédés les plus 
répandus pour bâtir les équations aux différences à coefficients 
discontinus. 

On note qu'on n’extrapole avec succès qu'en présence d'un seul 
paramètre de discrétisation. Or, notre schéma en possède deux. 
On se débarrasse du degré de liberté superflu en imposant aux pas 
de vérifier la relation 


h, = Co ho, (3.14) 


où c, ne varic pas avec k, et h, ce qui permet d'introduire un seul 
paramètre (fi — Wh,h.) caractéristique du domaine discrétisé: 


h, = Vos h, ha = hjYce (3.15) 

THÉORÈME 3.2. On suppose que les coefficicnis du problème 

différentiel (3.1) à (3.4) vérifient les conditions de régularité (3.5) 

ct qu'on est dans l'hypothèse (3.14) pour le problème approché (3.10) 
à (3.13). La solution approchée admet le développement 


I 
9 = it + ÿ, hv;+ h n” sur on. (3.16) 


=! 
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Ici l = [(r— 1)/2], les fonclions v; sont dans QEt? 25 etne dépendent 
pas de h, la fonction discrète n" est de module uniformément borné 
SUYT &hn. 


DÉMONSTRATION. On pose 


Vo = 1, 
et soit la famille de problèmes différentiels 


— (pv) + qui = 
(2 s+1)\(2k+1)  s+8k 
pv — s— Ce » 
+ » NE : sur (0. ë), (3.17) 
1<SFhÇS 2 (2s+ D!I(2%k +1)! 


. (| . & —s—À% 
Y po(fs D) RER TS : 
DS +2 (25 + 1) (244 1)! 


— (po) + QU; — T te: 1), (3.18) 


1<S+A<GJ 
v, (0)= 0, v (1) = 0, (3.19) 
v, (E + 0) — v, (6 — 0) = 0. (3.20) 


pP(E + O0)ui (E + 0) —p(E — 0) v; (6 — 0) — 


(por) . sers (put2+1) je 


en 3—s—R J—s—kh E--0 (3 21) 
1<s+k<j (s)1(2k 5 1)122+2% 
Des, 2 
On suppose que %, .…, 7; 1 Sont connues et que v, € OT 


O < k < j — 1. Dans ce cas, on assimile les égalités (3.17) à (3.21) 
au problème de déterminer v,. Si l’on prolonge les valeurs des se- 
conds membres de (3.17), (3.18) par les limites à gauche et à droite 
en &, elles deviennent des fonctions 7 — 2 7 fois continûment déri- 
vables sur [0, E] et [E, 1] respectivement. Du moment que les 
constantes du second membre de (3.21) sont finies en tant que li- 
mites des fonctions ayant une discontinuité de première espèce, 
la fonction v, est définie de façon unique et appartient à Q72/+? 
(théorème 3.1). 
On démontre, pour la fonction discrète 


i 
= ht (ut — >. h°? v,) sur &n. (3.22) 


= 
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la propriété d’être bornée lorsque # — 0. On résout l’équation (3.22) 
par rapport à #” et on porte le résultat dans (3.10), il vient 


_Y h° (D (vj)e)z — N° (Pre + S qu; + hqn=/f. (3.23) 


j=0 j=0 
On applique aux termes (D (v,)5)# le lemme 1.2, $ 7.1: 


( (vss)e = 
1j 2 it —92s 
Ÿ 7 2 Ÿ 2 LU à 


C+1)l à (2s + 1)! 

+ MT (3.24) 
où 
x (x) < ca VxeEe on. 


On porte le développement obtenu dans (3.23). On réduit les termes 
semblables (on se rappelle que 4, — Ve, ñ) et on aboutit à l'égalité 


: : k+s (22+1)\(25+1) 
Df- y SEE + pm) — 
ocktse; (28 + 1)!(25 + 1)122k+25 


3=0 
l 
— h (prie — MY co 125 + gs J. 
3=0 


Avec l'équation (3.1) juste pour 7, ct le procédé de définition des 
fonctions v,, on réduit tous les termes de l'ordre de #°, ., h*%. On 
divise les termes restants par #° et on a finalement 


Î 
—- (p n3) + q 1° = ÿ Co 1273 #} SUT Ga, (3.25) 
3=0 
où 
d 
max D TT | x (x) | < ca = cs max{l, ct. (3.26) 
rex, je0 


S'agissant du réseau «w,., on trouve de même 


{ 
— (pan, +9 = — Ve PTIT sur ww, (3.27) 


j=0 


3.3] ÉQUATION À COEFFICIENTS DISCONTINUS 127 

où 
max ÿ Put (x)| <cs = cs max il, œ'?}. (3.28) 
1e {0 

On substitue l'expression de #” dans l'équation associée au point E: 

i 
— V7 (9 (vale — #'pnshe À 
j=0 


+ hag (5 — 0) + h:g (8 + 0) ho, + h hg (5 — 0) + hg(E +0) pr 
hi + he h1 + ha) 


_ ME —0) + MIE +0) 28 (3.29) 
h+he h + hs 


je=0 


On applique le lemme 1.1, $ 7.1 à la différence divisée (v,), 


2: “2 L2* UT 2 +1) nr ha 4} r—2j+ 1 
(H(E + + ou É @A+DI [E | = Fe 9 
où 
| o; | < Ce- 


On multiplie par p (&+h,/2) et on développe chaque terme pot 


en formule de Taylor sans oublier que les dérivées correspondantes 
admettent en E une limite finie à droite: 


P (vs) leur — 
?—2)— 128% 


"; k> 2 Ÿ pe (pui +n)G Le “. PR pŸ , (3.30) 
Fer (A +II si 

où 

lefl<e.  j=0,1...,1. (3.31) 
On a de même pour la limite à gauche : 
p (vs)e du 
DU Ps à (—h ÿ — 2e (p ylex+1) (9) ES — (3 32) 

PTT 20 j sI E—-0 P;. 2 

où 

Lex | < ce 10 1:06 (3.33) 
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On fait la différence de (3.30) ct (3.32) ct on divise membre à membre 
par (4, + h.)/2: 


(P (vs) )a le = 
Dj 1j 225 —2À ess (portn)lst | s + 
= a | \?ù + 
= (2s+1)1(2k + DIT kt+he 
jee (2k4+1)\ (2541) 
+ — hy, ñ 
eu (pv) leo] - 
l—j 1j —25—2k+1 op 2k42s 
2 ho (2k+ 1) (25) 
LD L (25)1 (2k + 1)1 | ha + he G ) ro 
k=Q s=0 
_ 2! —_————— y, 3.34 
hi + hs Us lee | PA A 
où 
lus <c: j=0,1,.., 4, 538) 


par suite des estimations (3.31), (3.33). 

On a partagé les termes du second membre de (3.34) en deux 
groupes dont l’un est formé de termes qui subsistent sur la partie 
régulière de w1 et l’autre de ceux qui s’y réduisent. On porte les 
développements obtenus dans (3.29), il vient compte tenu des rela- 
tions (15) entre #, et ñ: 


+ 


, —— —s—k (2k+1)9 (2541 
j=0 détriss et ht 
k+s (2441) \(25+1 
à MAT ÉPNE lee] à hante 40 SE 0 (g)— 
h + ha ha T he d 


1 à 
Tr n 


j=0 O<k+scj 
RE ue 8 (pe 
hi + ho li + lis 
La 4 l! A — bo p. LA 
(pm) fe 4 ME OL + lent +0 qu (9) à 
hs + he 
#” n ___ Mf(6—0) + hf(E +0) 2e (3.36) 


JT MOINE MREN EE, 
hi + he: hi + h: hi +: 


et les estimations (3.35) entraînent pour v”: 
lv" |< co. (3.37) 
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On simplifie l'identité (3.36) si l'on se rappelle que #, — #. Aussi 
(3.1) entraîne les égalités 


— (pro) Iso + gUE + 0) (8) — SE + 0), 
— (Pa) leo + g(E —-0) 2, (€) = S(E -- 0). 
En combinant celles-ci, on a 


(eo) leo + he (po) [eo PÉTENEZT EUR 


REA nn He 
_HE-D+N/E+O, (3,38 
ln + ha ° 
On divise les deux membres de (3.4) par (4, + h,)/2: 
2 | | . 
h1 + he (( F0) le 10 — (pro) |e_0) —_— res à (3.39) 


Les égalités (3.38) ct (3.39) aidant, on réduit dans (3.36) tous les 

termes du second membre et les termes à gauche qui sont associés 

à l'indice 7 = 0. 

Avec des raisonnements analogues, on tire de (3.17) et (3.18) 
hic + (p8250,)85 +0 leo + sc (251) ue {+0 

nuirkés (a + he) 28 (2s + 1)1(28+ 1)! 


+ 


+ h1g (E — 0) + Hg (5 + 0) y, (E) = 0. (3.40) 
Ba + ha 


On porte tous les termes de la condition de transmission (3.21) 
dans le premier membre et on divise par (k, + h,)/2, il vient 


ns. (pot24 +11) (2s) Ho — cts (pv2%41,) (25) leo 


— 0. (3.41) 
rep (+ he) (25) 1 (28 + 131 2254281 

Ainsi, les égalités (3.40) et (3.41) permettent de réduire beaucoup 
de termes de (3.36). On divise les termes restants par #': 


U hag (E — 0) + hag (E + 0) nr v? 3 

bas PA ds ME + À LC = — —— . .42 
(pas)s le + PRE i (E) FER (3.42) 
La disparition des termes d'ordre inférieur à #?est parfaitement 

normale car nous avons choisi les conditions (3.17), (3.18), (3.21) 

dans l'intention d'y parvenir. 
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On évalue la solution »* à partir de (3.25). (3.27), (3.42) si l’on 
tient compte des relations 


l 
9 (0) — A” (w" (0) — Y h », (0)) — 0 


jr 0 


n(1)-- H° TÀ ho», (1))= 


ayant licu par suite des conditions 1e limites (3.2), (3.13) et (3.19). 
En effet. il existe pour toute fonction égale à O0 aux extrémités du 
segment [0, 1] telle que 


(3.43) 


— (pri; + gr = w sur US, 
— (pri) le RÉ EEET  (E) 2 (2). 
une fonction de Green discrète G(x, /) pour laquelle (voir [671) 
"(= Y G (x. æ (0 hi + 
1EC%, 
+ Ge) (6 + Ÿ Gr De (D he. 
te, 


La fonction de Green est de plus uniformément Lornée : 


G(xD1<+  Vreu. Vic. 
Ci 
Aussi 
1 h le 
EE < Ye (1 + Lo ON HE + D 1e (0 He]. 
Ci tv, 1e, 


On utilise, pour évaluer les valeurs de w(f), les inégalités (3.26), 
sr (3.37) et on est conduit aux relations 


A{x)| < <—| Ÿ ch, + nes | Tr ÿ Calle] < 


leu, + la = leu, 
I c 
Ses + + cf —E)) = cu. 
Ci 2 | 
Etant donné l'arbitraire laissé sur le point x € &üs, on vient de 
démontrer l'estimation 


max [9 (x)| <ci (3.44) 
*e0, 


qui justifie le développement (3.16). Le théorème 3.2 se trouve 
démontré. 
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Avec le développement (3.16), on pcut extrapoler moyennant 
[ + 1 solutions du problème aux différences (3.10) à (3.13) qui sont 
associées aux réseaux de h, différents; cela étant, la précision de 


la solution corrigée est O (h"). On note que l’extrapolation sera en 
défaut si l’on prend unc suite de réseaux tels que le rapport N,/N, 
varie. En cffet, on a par suite de la condition #4, — c,h, et des rap- 
ports h,— SIN, h,-- (1 —- EVIN,: 


NN 
DE 


Ainsi, le rapport N,/N, défini par le réseau initial doit être le même 
pour tous les réseaux suivants. 

Prenons donc N, = K'et N, = L pour valeurs primitives défi- 
nissant le résuau ©n, ct formons les réseaux 6», , avec N, = iK 
et N, = 1L entiers. On resout sur chaque &», le problème aux dif- 


férences (3.10) à (3.13). Soit u"i les solutions obtenues. Toutes 
ces fonctions sont définics sur &,. Formons la combinaison li- 
néaire 


111 


U — ÿ Ÿ uk, (3.45) 


ka] 
où Îles poids 
2ç—1)+FH 242 


——_———— , 3.46 
Uk HI) +R +1)! 3:30) 


ha = 
TRÉORÈME 3.3. Hypothèses du théorème 5.2. La solution corrigée 
(3.45) admet l'estimation 


max [U(x)—u(x)|< Mr. (3.47) 


red), 
avec la constante indépendante de h,. 


DÉMONSTRATION. Le théorème 3.2 implique les développements 


l 

! 12 h : 
Wu + ÿ hé v, + hi A" sur &n : 
J- "4 


avec ?, indépendantes de £. Aussi 


+1 RC 141 | 
= Ru + Ya ne) v, + HR A+. (3.48) 
Ÿ mu+(S ÿ 


km] ji kœl 
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Etant donné le lemme 2.2, $ 7.2, les poids Y, vérifient les égalités 
1+1 
Ÿ az |. 
ne (3.49) 
0 — = L 


k?J 


+1 


k=1 
On multiplie la dernière égalité par hetona 
1+1 


Ÿ Ys 1 — 0 (3.50) 
k=1 
vue que 
Ii _ VENUE) _ VEU—E _} 
EE Ne 
k kYKL Ÿ RAKRL 
On transforme (3.48) au moyen de (3.49), (3.30): 
1+1 , 
U = 1 + Ya HT. 
D'où 
141 
[U (x) — « &)1< $ alba ha, x € a. 
kml 


L’estimation (3.44) et Y, sous forme explicite donnent l'inégalité 
(3.47), où 


me 2 p2+2—r 
G—R+DII+R+DI 


C2 = Cu 
k=1 


i.e. la démonstration de théorème 3.3 se trouve achevée. 


Dans le cas où l’on demandait la valeur de la fonction en un 
point z qui ne coincide avec aucun nœud d'un réseau ws, quelconque, 


on recourait à l’interpolation. La précision O (hi) serait atteinte 
avec le polynôme d'interpolation de Lagrange basé sur r points. 
Dans le $ 2.1, nous avons pris 7 points les plus proches de z pour 
obtenir la meilleure précision espérée (voir [67]). Etant donnée 
la régularité par morceaux, ce procédé est inopérant dans notre 
cas. On doit le modifier de façon qu'on interpole sur les points 
d’un même domaine de régularité. Aussi on interpole pour z € (0, &) 
sur 7 points le plus proches qui sont éléments de l'ensemble o,, U 
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U {0} U{E}, et siz e(E, 1), on base le polynôme d'interpolation 
de Lagrange sur r points le plus proches appartenant à «,, U {E}U 
U{f1}. C'est la scule différence sérieuse avec les affirmations du 
$£ 2.1. 

Si les points de discontinuité sont deux ou plus, l'algorithme 
diffère de celui décrit par la construction des réseaux successifs. 
Soit 

DES ES are Roses el 


l’ensemble des points de discontinuité de première espèce des 
fonctions p, g, / ct de leurs dérivées. On prend » entiers N, > 2 
et on construit le réseau de discrétisation &4 régulier à l'inté- 
rieur de chaque domainc de régularité (2,—,,:,). A cet effet, on par- 
tage chaque intervalle (z,_,, z) en N, intervalles partiels de même 
longueur (2, —:,_;) IN ; ton prend pour nœuds de &y, tous les points 
de partage et les points 2,, ..…., z, mêmes. On procède de même en 
ce qui concerne les réseaux suivants à la différence que les sous- 
intervalles sont pour chaque 6, au nombre de ÀN,. Le paramètre 


1 


Es 
° RANace Ne)" 


Dans la suite, on opère comme pour (3.45), (3.46). 


3.4. Problème de Sturm-Liouville 


En physique mathématique, on voit souvent intervenir le pro- 
blème de valeurs propres dont le cas le plus simple porte le nom 
de Sturm-Liouville. Ce problème donnc un jeu de fonctions propres 
et de valeurs propres associées. Dans la plupart des cas pratiques 
intéressants, sa résolution analytique s'avère délicate, voire impos- 
sible, si bien qu'on le résout efficacement par des méthodes numé- 
riques. Or, ces méthodes introduisent toujours des erreurs d'ap- 
proximation plus ou moins sérieuses, et si l’on a de règle les pre- 
mières fonctions et valeurs propres avec des erreurs négligeables, 
les erreurs sur les éléments suivants sont d'ordinaire importantes. 
S'agissant d'une vaste gamme de fonctions et valeurs propres, les 
solutions approchées doivent donc être améliorées, et on utilise 
à cet effct l’extrapolation de Richardson. On part d'une famille 
de solutions approchées relatives à divers réseaux et on en forme 
une combinaison linéaire à coefficients donnés. La solution ainsi 
obtenue est d'ordre de précision élevé aussi bien pour les fonctions 
propres que pour les valeurs propres. On trouvera dans ce para- 
graphe une justification de l'algorithme. 
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Le problème de Sturm-Liouville le plus simple consiste à chercher 
des valeurs du paramètre À (les valeurs propres) telles qu'il existe 
des solutions non triviales (les fonctions propres) de l'équation 


— (px) + gv= 2, 


p (x) > > 0, q (x) > O, vE (0, 1}, (4.1) 
avec les conditions aux limites homogènes 
2 (0) Fra v(1) = (0. (1.2) 


On exige que les cocfficients du problème vérifient la condition 
de régularité 


peC't'io. it, ge C'EN. NT, (4.3) 


avec 7 un entier naturcl. 


L'équation (4.1) définissant la fonction à un facteur constant 
près, on entendra par fonction propre normée une fonction satis- 
faisant à la condition de normalisation 

1 
( Qu (xd dx 2 1 (4.4) 
0 
et à 
4” (01 : 0. (4.5) 

Citons certaines propriétés des valeurs et functions propres du 
problème (4.1) à (4.5) (voir [43], [78], [921). 

On trouve un ensemble dénombrable de valeurs propres 0 < 
< A1 < .… < À, < .… associées aux fonctions propres y, (x), … 
.…., Ya (X), ..…, chaque valeur propre correspondant à une, ct une seule, 
fonction propre. Les fonctions propres forment un système ortho- 
normé, i.e. 

1 
[ou Go x, G)4x +0 
0 
pour # Æ m. Les valeurs propres sont encadrées comme suit : 
CM — CE do E Co + Co (4.6) 
avec C:, C3 indépendantes de #. 


Quant aux fonctions propres ct à leurs dérivées, on a les esti- 
mations 


[v,(x)|< ca. [rv,(x)l< cu. (4.7) 


C4 étant une constante indépendante de # et x. Ces inégalités ct 
l'équation (4.1) permettent d'évaluer les dérivées secondes en va- 
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leur absolue. Les estimations des dérivées d'ordre supérieur décou- 

lent des égalités obtenves par dérivation de (4.1). Aussi 

max | 1%" [& €, nm”. kR 2 0,1, ...,r + 2, (4.8) 
(0,1) 

où la constante c, ne dépend pas de #, k, x. 

Comment s'énonce l’analogue aux différences du problème de 
valeurs propres? Conformément aux notations principales. on in- 
troduit le réscau régulier &,, on forme le système d'équations aux 
différences 


(pra Ha NS xée. (1-3) 
et on adjoint les conditions aux limites 
x* (0) == v* (1) =: 0. (4.10) 


Le problème de Sturm-Liouville aux différences est alors de chercher 
les valeurs du paramètre X” (les valeurs propres discrètes) associées 
aux solutions non nulles (les fonctions propres discrètes) du système 
d'équations (4.9), (4.10). 

On élimine les valeurs 1” (0). +” (1) entre les équations (4.9) et on 
introduit la notation 


b, e 0 
ds Ds 
le ON 
0 EN—0 
Lx dv 
y" (1) 
| v* (Xe) 
A ù ’ 
à 
y (xvi) 
où _ … 
P (x, 72) 
PRES LE TE — = , be dt, F4): 


Le système obtenu se ramène au problème spectral algébrique usuel 
AY" = x y" (4.11) 
de matrice À symétrique tridiagonale. 
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Aussi les fonctions propres discrètes sont définies à une constante 
multiplicative près. Pour en dégager l’une quelconque, on fait la 
convention qu'elles vérifient la condition de normalisation 


Yi (41 (4.12) 


203 
et 
y" (1) > 0. (4.13) 


Ci-dessous plusieurs propriétés du problème de Sturm-Liouville 
aux différences (voir [43], [83]). 

I1 existe N — 1 valeurs propres discrètes 0 < M < ... < A1 
et N — 1 fonctions propres discrètes associées y1(x), …, yv-1(x) 
définies sur w,. À chaque valeur propre il correspond unc seule fonc- 
tion propre. Les fonctions propres {y, (x)} constituent le système 
orthonormé 

Sy (x) vi (a) 4 = Bi. 


z eo) 


di étant le symbole de Kroncckcr. 
Les valeurs propres discrètes sont cncadrécs comme suit : 


CŒu <ÂS< CN, 1 <n <N—1, (4.14) 


où c;, € sont indépendantes de # ct }. 
Si l’on est dans la condition de régularité (4.3), alors 


max 34 (x)l< cn”. (4.15) 
1e} 


la constante €; étant indépendante de # ct #. 
On fixe # et on développe suivant les puissances de 4: 


l 
Ys (x) — XL v, (x) + 4 ” (x), x E ©. (4.16) 
s—1 
Î 
À = ÿ ko, + h° P*, (4.17) 


s0 


où 2 — [(7— 1)/2); les fonctions v,(x) et les constantes ©, ne dé- 
pendent pas de #; p# et la fonction discrète n* sont uniformément 
bornées par des constantes indépendantes de #. 
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On suppose que &,e C’7*!* [0, 1] ct on substitue (4.16). (4.17) 
dans l'égalité (4.9). Etant donnée la relation 


— (Di: = 
AL (pots) LCR 1) .. : 
= — NÉ HN pi sur 0. (4.18) 
| 2kH2S p> | j à 
sai rare) - (2s + 1)1(2k4 +1)! 

où 
max |uj (x) 1< cu, (4.19) 
IE) 


on obtient par réduction des termes semblables 


1 (put2£ + D jt 1) 
> (- dau ae. m)- 
3-0 Déraes e LASER 
l 
r % r h r Û 
— L'(pagle — Vous + h'yn - 
j=0 
po 5 21 à 
— ÿ D} Og Vj—k + Ÿ k d Ÿ Og Vy—k +. 
5=0  k=0 jult1 Rj—I 


3 
HAN +R V Hu, (420) 
j—0 
Ici on a introduit les notations o, — À,. 9 = Ye: 


Dans les paragraphes précédents, notre tactique était la suivante. 
Avec des fonctions v, choisies convenablement, on supprimait tous 
lcs termes d'ordre inférieur. On divisait les termes restants par 

» , . . « h 
k' ct on obtenait une équation discrète en n dont le second membre 
contenait exclusivement des quantités bornées. On évaluait »} à 
l'aide de la propriété de stabilité du problème aux différences. 

Nous procéderons de même en ce qui concerne le problème spec- 
tral. On commence par établir des conditions suffisantes sous les- 
quelles les constantes a, et les fonctions v, se trouvent définies. 


On identifie les coefficients de #° dans les deux membres de (4.20), 
il vient 


— (vo) + Vo =— Go Vo- (4.21) 
On note qu'il suffit de prendre o,:- 72, et v,= v, pour que l'égalité 
ait licu en tous les points de w,. 
On identifie les coefficients de #?: 


. (pu28+ 1) +1 
— (Doi) + qui — ÿ - 


) + de 
k+s—1 ES 
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Cette relation permet de définir ?, et &,. Mettons-la sous la forme 
.. | A Gpro) 7, (ro D, 
(Pal + qui — où -- —- 7  Giïy (4.22) 
et ajuutons les conditions aux limites 
(C0) = 2, (1) = 0. (4.23) 
Ces conditions découlent de l'hypothèse sur l'existence du dévelop- 
pement (4.16). En cffet, on obtient par identification des cocfficients 
des puissances paires de %# de (4.16). à = 0, x — 1. les relations 
v, (0) = &, (1) = 0, NU PE (4.24) 
dont la première est automatiquement satisfaite pour 4, = 7,. 

On observe que l'équation (4.22) est prolongeable au segment 
[0, 1] tout entier, mais que le problème correspondant est à opt- 
ratour dégénéré parce que o, = À, est valcur propre. 

LEMME 4.1. Suit fe CŸ [0, 1] (kg). À, une valeur propre du 
problème (4.1) à (4.5) et x, la fonclion prapre associée. Le problème 


— (pu) +qu— us f sur 10.11, 


(4. 
(0) == &# (1) —= 0 2 
est possible st el seulement s1 
1 
(/ (x) 1, (x) dx 22 0, 
0 
el il existe unuc solution unique 5(x) telle que 
] 
(- (x) y, (x) dx = 0 (1.26) 


u 
qui est de classe C1? [0, 1]. 


DÉMONSYRATION. Il résulte de [92] que Île problème (4.25) 
admet une solution unique z continuc sur [0, 1] ct vérifiant la con- 
dition (4.26). toutes les autres solutions du problème étant de la 
forme 

U—=I+ay,. 
Le degré de régularité supérieur de la solution z cst démontré par 
un procédé de récurrence usuel. En cffet. on réduit le premier membre 
de (4.25) au terme 


— (pz) = Qu —9g)z +. (4.27) 
Comme =, g et f sont continus, il en est de même du premier membre 
de (14.27). Par le théorème 1.1, on a donc z € C* [0, 1 !. Avec l'hypo- 
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thèse de p dans C3 [0, 1], de g e C? [, l]et de f/'eC*°[0, 11, le 
même théorème entraine : € CA [0, 1]. On poursuit le processus 
ct on aboutit au résultat de régularité voulu. 


En vertu de ce lemme, le problème (4.22), (4.23) est possible 
si ct seulement si le second membre est orthogonal à la fonction 
propre ,: cette condition est garantie pour 6, défini par la formule 


(eo) | tu) |, ; 
(US à us 
Ù 
qui utilise l'identité v, — y,. Il est clair que 6, cest indépendant 
de À et borné pour v, e C4 [0, 11. 


Le problème (4.22), (4.23) avant unc infinité de solutions, on 
sc pose maintenant le problème de choisir :,. Toutes les solutions 
sont décrites par la formule 

21 un (eh APT 


1 étant la solution orthogonale à *, et &, un paramètre réel. 


On définit univoquement la constante æ, moyennant la condi- 
tion de normalisation (4.12) pour une fonction propre discrète. On 
porte le développement (4.16) dans (4.12): 


d i 
Ÿ b Ro, (x)- ÿ °° 0, (x) + 4° 4 Cr) (x) + 


2COy L5-0 J—0) 
l 
LEON RÉ x ()] h -: 1. (4.258) 
On transforme le premicr membre à 1 ‘aide du résultat bien connu 


relatif à la formule de quadrature des trapèzes (voir [23]). 


LEMME 4.2. On a pour loute fonction fe C* [0, 1], & > 3. le 
has dites 


— F0) 4 Ÿ 7 À) 4 + —f (1) _ 


Eu, 


(23)! 
où mr = j(k — 1)/21. B, sont les nombres de Bernoulli (voir (491: 


I I 
B,=1, B=—, B,-—, B,=—, BB, —...., 
0 Nr 27 30 d 4 ET 


1 
fr (x) dx + DE NB LÀ jen (a ds + Hg", 
0 


cé La constante g* est uniformément bornée lorsque h - 0. 
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On récrit (4.28) à la ee du lemme 4.2: 


ÿ k?? Sy: k?* LL _ (2, (x) CIE CODE? dx “e ph? + | Le 
0 


j=Ù s=0 k— 


Fa Ÿ | > h°) > v, (x) es (x) + 4 ae Où) 17 (x) + 


1€ J—-1+1 k—j)-1 


+ HN (x) ÿ k° v, L h — 1, (4.29) 


sæ0 
où 
| vi | < C9» j = 0,. sh: 
On identifie les cocfficients des mêmes puissances de # dans 
(4.29). S'agissant de A, l'égalité 


1 
| à () dx — 1! 


cst satisfaite automatiquement car v, == v,- L'identification des 


coefficients de #? dans (4.29) conduit à la relation 
1 1 


2 (20 (x) o, (x) dx | (23 (x))” dx — 0. 


Si l'on prend +, comme somme z, “+ a, ,. cette égalité et la condition 
d ‘orthogonalité de z,et y, permettent de trouver le coefficient CE 


a nt (uë (x))” dx. (4.30) 
Ô 
On pose 
LA == 2] + (e Va: (4.31) 


où z, est la solution orthogonalc à +, de (4.22), (4.23), ct &, est défini 
par (4.30). 
On obtient en identifiant les coefficients de k‘ dans (4.20) 
(GET RS 
Ton ——_—_—_—_——_—_—_——————— +- fUa — C9 Vs +: G: V1 _. Oo V sur Op: 
k+s - = = 0 
ne CA +UICS+ DM 


Cette égalité donne licu à l'équation pour 7,: 
— (Pos) + 4 Ve — 00 Ÿ2 = 
(pie Er 


—k—s 
| rs + Sat + Go sur (0, 1] (4.32) 
L to ? kt,s 1 1 a U 
1<h+:<2 =k F 1) ! (2s + 1) 1 4 
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à laquelle nous adjoignons les conditions aux limites 
v2(0) = (1) = 0 (4.33) 

(cf. (4.24)). Le problème (4.32), (4.33) admet une solution si le 
second membre de (4.32) est orthagonal à y,. L'nrthagonalité a lieu 
sous la condition nécessaire 

1 

(@ Go) PE (0) 0 y, (x) 
mer CA+DICSH 1)14%t5 


1 
di + (oc, + 52) ME (x) dx = 0, 
0 


d'où 
(p Co) 8250 (ED 3 (x) 


Ga = —— GA — 
7 gi. Ck+I)ICsS+ DAT 


dx. (4.34) 
1<k+5<20 


Toutes les solutions du problème sont représentées par la formule 
Va = La + LV (4.35) 


avec z, solution orthogonale à 1,. On choisit le coefficient «, en 
utilisant la condition d'identification des coefficients de ht dans 


(4.29) : 
\ (22, (x)m(x) + ot (x)) dx — —\ (a, (x) 0 (x) dx + 


+ 7 (22 (x))9 dx 22 0. 
0 


Etant donnée la représentation (4.35) de la fonction 7, on définit 
æ par la relation 


1 1 1 


au foi (adx +2 À (en (dan GX — a (4 ) dx. 


0 0 (1) 


On peut évidemment poursuivre. 

Jusqu'à présent, nous avons agi dans l'hypothèse où les dévelop- 
pements (4.16) ct (4.17) existent à priori, et nous avons basé dessus 
un procédé de recherche de leurs termes. 


On démontre que ces développements existent effectivement. 
THÉORÈME 4.3. Hypothèses (4.3) du problème de Sturm-liou- 
ville (4.1), (4.2), (4.4), (4.5). Soit n un entier fixe. Il existe h, > 0 
tel que la n-ième valeur propre 11 du problème de Sturm-Liouville 
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aux différences (4.9), (4.10), (4.12), (4.13) ef la fonction propre dis- 
crèle associée vn (x). h < h. admettent les développements 


! 
0 = (7) + Le (9) + A vew,. (1.36) 


se] 


Ph — Xe DE he}, (4.37) 


avec À, la n-1ème valeur propre du problème différentiel et x, la fonc- 
lion propre correspondante. Ici L = \(r —- 1)/2], les fonctions v, et 
les constantes 6, sont indépendantes de h, ,e CSTE 0, 1et les 
restes sont évalués par 


Le l< co (4.38) 
max [1 (x)[< co. (4.39) 


1€ Q 
h 


les constantes ne dépendant pas de h. 


DÉMONSTRATION. On pose v, = 1,. 5, = 2, cton construit le sys- 
tème de problèmes différentiels 


j—1 
— (Po) + qu — us = fs + Voxvi- + 0,0 (4.40) 
ke] 
sur [0, 1], 
v,(0) = #, (1) = 0, (4.41) 


= GE | (4.42) 
DE (2s + 1)!(2k +1)! 


k=1 


G, fo CEA - x (x) V, (x) dx, (4.43) 


î = Ï, 2, .., 


On cherche une famille de fonctions 7, vérifiant la condition sup- 


plémentaire 
1 1 
— 1) Rx . 
( ‘y (x) Va (x) dx — ÿ | (r, (x) 5h (x))7° dx, (4.44) 
0 sn LS 0 


j=1.2... 1. 
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Nous avons décrit plus haut un procédé de recherche de v, ct . 
Faisons l'hypothèse que les fonctions 7... T;_1 Satisfaisant aux 
équations (4.40) à (1.44) de numéros !, 2, .…, j — 1 sont définies, 
et #, e CT 10, 11, k = 0, 1, …., j — 1. On cherche v, pour les 
j-ièmes équations. On note que le second membre de (4.40) est 
par hypothèse une combinaison des fonctions connues :,. .…., tj: 
et appartient à la classe C'# [0,1]. Il est de plus orthogonal à 
3, car on a, en vertu de la condition (14.43) et de la normalisation 
à l'unité de v, et 7. 


l j1 
((% (x) + ÿ Ge je (XF Gt (x)) dv, (x) x > 0: 
0 k=—1 


N 
e 


Aussi le j-ième probléme (4.40) à (4.43) possède par le lemme 4.1 
une solution dans l’espace fonctionnel C77*##? [0, 1]. qui est unique 
si l’on lui impose d’être orthogonale à ,. Soit z, cette solution. 
On cherche 7, parmi les solutions =, + a«;v,. le paramètre a, étant 
réel défini par la formule 


1 
S ,) 
& = — Ÿÿ Lot (e, (x) vx (x))F® dx (4.45) 
2(24)1! 
1<k+sc<; 0 
ET 


à partir de la condition supplémentaire (4.44). La continuité des 
fonctions »#,, k = 0, 1, ..., j — 1, fait conclure au caractère fini 
de «,. La fonction 

V = Sy À Ada 


est la fonction cherchée et est dans C7 72#? 10, 11. 

On procède de même pour toutes les 2, v,...., v,. 

Soit 4 la #-ième valeur propre discrète du problème (4.9), (4.10) 
et 14 la fonction propre associée remplissant les conditions de nor- 
malisation (4.12), (4.13). Il est évident que À cest inférieur à 1/n. 
On suppose connues les fonctions 1%. v, ct les constantes À, 6, on 
définit 1* ct P* par les formules 


Î 
Mur 14 = UT sur à}. (4.46) 
(ie) or 
Î 
a HV D 0, (4.47) 
pi Y ue) 


et on montre leur propriété d’être bornés pour }# — 0. 
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On exprime 14 et À, à partir de (4.46), (4.47) et on les porte 
dans l'équation (4.9). On est évidemment conduit à (4.20). Avec 
l'équation (4.1) juste pour 7, et o,, on supprime dans l'identité 
(4.20) les termes en h°. Le procédé de définition des fonctions v, 
(les équations (4.40) ) et des constantes o, (l'égalité (4.43) ) entraîne 
la réduction de tous les termes en h?, 4, .... h%. On divise les termes 


restants par #” et on forme avec les groupes suivants: 
— (pas + qn — mn — 
L 11 
= Vi HET RE So via + po Vo hr, (448) 
j—0 j=0 k=5j+1 j—0 


On note que le second membre comprend les expressions indépendan- 
tes de n#. Cette identité étant juste pour n* réelle est résoluble par 
rapport à r*. La condition de possibilité est donnée par le 


LEMME 4.4. Soit 4 nine valeur propre discrète et va la fonction 
propre correspondante. Le problème aux différences 


— (por); + qu —A uw = f sur 0. (4.49) 
w° (0) — æw" (1) — 0 
possède une solulion si el seulement s1 


Ÿ f(x) ya (x) & = 0. (4.50) 


1€, 
et l'ensemble des solutions s'écrit sous forme de sommie 
k h h 2 
© —Z +aVn SIT &,, (4.51) 


où a est un paramètre réel indépendant et :* la solution du problème 
(4.49), (4.50) de norme minimum 


ÿ (2° (x) )° 4. 


re} 
L'estimation 
max | f(x)| < cie (4.52) 
1€) 
entraîne de plus 
max | ="(x)| < C9. (4.53) 
xE0, 


DÉMONSTRATION. On élimine dans (4.49) les valcurs nulles 
æ (0). æ# (1) et on passe aux notations matricielles, il vient 


(A—XI)W'=F, (4.54) 
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avec Î la matrice unité et À la matrice symétrique de (4.11). Les 
vecteurs KW et F sont définis par 


Tu x) flx) 
W'=| — 
1" (x) Î (xx—1) 


Comme À est valeur propre de À, on a 
det (A er 1) = 0. 


Le système (4.54) cst possible si et seulement si le second membre 


F est orthogonal au noyau de la matrice (A — nà 1) dans l'espace 
euclidien de dimension N — 1. Le noyau est de dimension unet 


ses éléments sont des vecteurs «Ÿ», æ& étant un paramètre réel 
quelconque et YA un vecteur propre de À associé à la valeur propre 


à. Ainsi, le problème (4.49) est possible sous la condition nécessaire 


et suffisante FTY% = 0. On multiplie cette relation par # et on 
est conduit à (4.50). Ainsi, il y a existence, et toute solution de 
(4.54) est de la forme 


W\=Z"+aYs, 
où Z* est la solution normale (voir [136] ) du système, 1.e. la solu- 
tion de norme minimum (Z')" Z*. L'expression 


D GG} 2 


coïncide avec cette quantité au facteur # près si la fonction discrète 
z" (x) est définie par la formule 


E (x) 
7° = É e 
2 (xn_1 ) 
Ainsi, on a démontré la représentation (4.51) des solutions. On prouve 


la majoration (4.53) en mettant le second membre de l'équation 
(4.49) sous la forme 


N—1 
Fa) = Ÿ Be xà (x), 


f£n 
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ce qui est possible en vertu de la condition (4.50). Cela étant, les 
paramètres réels B, sont évalués par 


N—1 
ÿ BÈ — Ÿ/° (x) 4 < ch. (4.55) 
E 


Dans ce cas, la solution :" (x) s'écrit 

N—1 CES L 

kh h - 

imi À; = À; 

in 
On apprécie la différence des valeurs propres à partir du degré de 
proximité des valeurs propres du problème discrétisé et de celles 
du problème différentiel. On sc sert à cet cffet du résultat suivant 


sur la convergence des valeurs et fonctions propres discrètes vers 
leurs homologues du problème différentiel. 


LEMME 4.5 (voir [41]). On suppose les cocfficients p et q 
du problème (4.1), (4.2) appartenir à C? [0, 1]. La n-ième solution 
du problème aux différences (4.9), (4.10) converge vers la solution du 
problème différentiel et la convergence est d'ordre 2: 


max |, (x) — % (x) | < Cjah°, 
xe(0,1] 
Du le cd, 
où les constantes cs, C1, Sont indépendantes de h (mais dépendent de n). 


Considérons les valeurs propres du problème différentiel (4.1), 
(4.2). Elles sont rangées dans l’ordre de croissance, si bien que la 
valeur propre le plus proche de X, est, ou bicn À,41, ou bien ?},-1. 
On désigne par a l’écart minimal: 


É— min {|A — As |: As —Às+1|} 
et on note que 
[A — À | >a>0 VC Æ nn. 
Passons aux valeurs propres du problème aux différences. La valeur 
propre le plus proche de À est, ou bien 441. ou bien A$1. Suppo- 


sons que ce soit A41, ce qui ne restreint en rien la généralité de 
l'exposé. On a 


[A — Xl |A — ul Vin. (4.56) 
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D'après le lemme 4.5, A4 et loss convergent vers À, et À,41 respec- 
tivement avec # tendant vers 0. On trouve donc €, > 0 tel que 


[hr —l< =, FAuti — in] < 
V h <e,. Ainsi, 
Dan — gr | = DA, HA — heu + og — Min] > 
> [4 —-nf-lu 2, fou xls + 
Vu (4.56), on aboutit à l'inégalité 
Ps—nN|> + Vi£u. Vh <e.. 


Cette relation et l'estimation (4.55) conduisent à 


N=- 2 
CG ()° h < hi Lo, 


zEeO} 3=] 
tn 


On observe en outre que z* est solution du problème 
— (ph +g" =/f+3% 2 sur o,, 
(0) = 2 (1) = 0; 


avec g = f + 1% =" borné. On a notamment, par suite de (4.14), 


(Eee Br" + (EE ED) 


2e Ex xeo, 


(4.57) 


2 , 
< Cj9 À — Cyo Eg N°. 
a 


e à # Ld 
La solution : est évaluée par 


max [2 (91e {Ye 4)" 


z2€{0.1] 


de [43]). Si l'on pose 


l'estimation (4.53) découle de deux dernières relations, et le lemme 
4.4 se trouve démontré. 
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On reprend l'équation (4.48). 


On vérifie que la fonction discrète 1” s’annule aux extrémités 
du segment [0, 1]. En effet, 


n° (b)= k (> (b) FD hé? ”, (b)) — 0 (4 58) 
du 
si b — 0 ou b = L (en vertu des conditions aux limites homogènes 


(4.2), (4.10) et (4.41) ). Aux termes du lemme 4.4, le second membre 
de (4.48) doit être orthogonal (au sens discrétisé) à 3%, si bien que 


. 1—1 ! 
> (Y pj (a) + PTT L ne L Gk Vj—A (x) ya (4 


» _ ___res, j=0 j=0 k=j+i | 
P Î 
kh : 
ÿ Yn (x) ÿ kw; (x) h 
1EN) ÿ=0 


Le numérateur est évalué en module moyennant l'inégalité de 
Cauchy-Bouniakovski : 


11 11 
( ÿ, (5 uÿ (x) + HT ÿ h°? ÿ, Ok Vjh (+) h)" < 
*E0) f=0 j=0 km j+1 
< Cu (+ T1) + co Go À, 
avec la constante «,, de (14.19), 
Cie = max |s,|, Us = max l|#,(x)|. (4.59) 
(4 7+1 xe{0.il 
0<j<! 


On demande d'évaluer le dénominateur. Il résulte du lemme 4.5 


que y, converge vers y, pour # — 0 uniformément sur &, . Aussi, 
on a, à partir d’un certain €, > 0, 


max | 34 (x) — v, (x) | < 1/4 Vh< e. 
1€) 
Les fonctions ?, étant continues sur [0, 1] sont bornées. Donc 
! 


lim max | ÿ }? T, (x) [—0. 
1 


On prend e3 > 0 tel que 


max pra v, (x) < 1/4 YVh<e.. 


xel0,1) 


3.1] PROBLÈME DE STURM-LIOUVILLE 149 


D'où 
j 
DRE (x) Ÿ h », (x) 4 = 
1€, 3-0 
= 5: DIE at (+) + Eu QE 
10) j=l 
2: n'É v4 (x) 4 (x) — 0 (x)) À + 
dv NA (D Az. -— Lu (x)l4 > 
> | — 4 > (y, “ra = _ : h< min {e,.e,!. 
2 |, 2 


Aussi on a pour À < min {e,. Es. Es! 


| 6” | < Gy= 2(+ les +2lces. (4.60) 


Avec pl ainsi choisi, le sccond membre de (1.48) cest uniformément 
borné par la constante 


+ + cs (/ + Des, 


si bien que par le lemme 4.4 la solution orthogonalc à vÀ du pro- 
blème (4.48), (4.58) cst également bornéc: 


max | +? (x)| < Co, À < min {e,. €. €,!. (4.61) 
1e, 


Comme la solution générale du problème s'écrit 
2 (x) + & vw (x). 


il cst donc nécessaire de trouver la constante @* ct d'établir sa pro- 
priété d’être bornéc. On obtient æ* moyennant la condition de nor- 
malisation (4.12). Pour cela, on définit y à partir de (4.46) et on 
substitue dans (4.12). On cst évidemment conduit à l'identité (4.29). 
On utilise la condition de normalisation (4.4) vraic pour %,, on ré- 
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duit les termes cn #° de (4.29) et on partage les termes restants en 
plusieurs groupes: 
; in à 
— 1) B, | 
h°? —— (o, (x) vins (x) dx| + 
j=1 ocktsej 2 (°4)l À 


+ #7 Y . ÿ, ( > pi?) ÿ, Ur (X) Ti «] hi + 


j=0 xeo), jiHi ka j—| 


! 
+} Ÿ, n” (x) (5 (0) Ty, HF v,(x)) k = 0. 
s=0 


*1E8, 


On voit que la condition (4.44) détermine la réduction de tous les 
termes en X°, k4, ...,H21 . On divise les termes restants par #”, il vient 
la relation 


Da GIE 15 (x) + Ve V, 9] h — »*, (4.62) 
où 


—!] l 


D AS AY e (x) wa (x) 4 


1€) 3=0 k=j+1 


À 


cst une quantité bornée parce que 
[xt] < (+l)es +, (4.63) 


La constante c., cst définic à partir de lacondition (1.29) et la cons- 
tante c,;, est celle de (4.59). 

La formule (4.46) donnant x permet de ramener l'égalité (4.62) 
à la forme 


2V an ORACLE Yrt (x) — x = 0. 


*E4y 1&E0) 
On fait la substitution n° == :" + œ* y», il vient l'équation (par 
rapport à a*) 
2 —WY (24 (x))2 4 — (24)2 k7 — x = 0. 


*E0) 
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On note qu’elle admet deux racines 


1 + | L= Ju + hr ÿ, (3 (0) ) 


Ne 1€) 
CET CR ; ’ 
h 
| — V£ _ 9 x + Ÿ (= (x)}° Ù 
EC 
a, — : . 
h 


La fonction »* cst définic de façon unique, si bien qu'on prend pour 
paramètre a«* une scule des racines. Comme 2# (x) est uniformément 
bornée (voir (4.61) ) par la constante c4, ct x* par co (voir (4.63), 


pe + A (41 < co + ch 


1€) 
et on a, à partir de 
7 À 

Eee — _ ; 

. Il 4(c20 + Co) 
l'estimation 

a >” +1 — =. 4 k < Eg- (4.64) 

h” 2h 

On pose a* == a. On a par définition de »} 


n 
;, (x) = a (xs) + ÿ h° 2, (Xi) + hn (x). 


sx] 


ct la relation 


fournit 
(1 — l'ai) y, (x) = 7, (x) + > Ro (x,) + 2 (x). (4.65) 
s=1 


Du moment que 7, (x,) ct 2 (x,) sont bornés, on aboutit à une 
contradiction avec les conditions de normalisation (4.5) et (4.13). 
En effet, 


va Cr) = à (0) + Aye (0) + Eye (9, 
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où E € (0, x,). Puisque y” (0) > Oct 1, (0) — 0. on garantit à par- 
tir d’un certain e, que y, (x,) > 0 quand — 0. Aussi y, (x,) devient, à 
partir d’un certain e.. À <e,, le termc prépondérant du second mem- 
bre de (4.65) et en détermine le signe. Quant au premier membre. il 
est un nombre négatif du moment que l'estimation (4.64) entraîne 
(1—#" «j) < — 1/2 et que 1% (x,) = 0 par la condition de nor- 
malisation. 

Ainsi, le fait d'avoir posé & — xj nous a conduit à des signes 
opposés. Aussi on pose &' = æ2. On vérific la propriété de borne. 
On a 


Vi+p-1 si B > 0. 
PS 
2| — =— 
MUR SE Gb 
h” ° 


où 
B = — DES + k Ÿ (+ (x))° ) 


31ES, 


On se place dans le cas B > 0. L'’inégalité 
NT+B <1+87/2 
entraîne 


jéfe-Lé ES EG)ra<t + cn, 


L 
LÀ 
1e, 


Si 8 < 0, alors 


os Vie, = ee — 
L 4 (co + C9) 
ct 
FENTE 2 
Vi+B>1+ Fe 
Donc 
| | < — + =: 5" -| FLE (1) ù < + (c + cie). 


Aïinsi, on a dans les deux cas l’estimation 


| & | $ _. (c20 + cts). 
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Compte tenu de (4.15), on aboutit à l’inégalité cherchéc 


| (x) | < cg n2— - te + do) + Co Vh <h,, 


h, — min :,, 
1Q:i<S 


ce qui achève la démonstration du théorème 4.3. 


REMARQUE. Les constantes «, ct C9 des estimations (4.38), 
(4.39) dépendent essentiellement du numéro de la valeur ct fonction 
propre (elles augmentent avec le numéro). Cette dépendance par 
rapport à # peut être mise en évidence tout au long de la démonstra- 
tion du théorème, mais l'exemple numérique à la fin du paragraphe 
l'illustre micux. 

On note qu'avec les développements (4.36), (4.37), on peut réa- 
liser l’extrapolation de Richardson, et la combinaison linéaire cst 
dans les deux cas affectée de mêmes poids. On sc propose de décrire 
l'algorithme d’ extrapolation pour la recherche de la n-ième valcur 
propre et de la #-ième fonction propre correspondante. 

Supposons qu'on est dans les conditions de régularité (4.3) ct 
posons $ — [(7—1)/2]. On construit pour s + 1 entiers N, = ÀL 
les réseaux &,, de pas l, — 1/N,.k= 1,..., s + 1, ct les problè- 
mes de Sturm-Liouville discrets (4.9) à (4. 11). On cherche dans cha- 


que problème la - ième valeur propre À# ct la fonction propre 
associée, ct on norme chaque fonction de façon à remplir les condi- 
tions (4.12), (4.13). Les s + 1 fonctions propres discrètes 3% sont 
définies sur le réseau &,, . On forme la combinaison linéaire 


s+1 


æ > Ye VA Sur Ga, (4.66) 


où les poids 
2( —1}5—R+1 42542 


(s— A+ 1)(s+ &+ 11. 0 


TE 
On a de même pour les valeurs propres discrètes ct les mêmes poids: 


s}1 


A, -Ÿ HE (4.68) 


k—1 


THÉORÈME 4.6. On suppose qu'on est dans les hypothèses du 
théorème 4.3 pour un cnticr n fixé. La valcur propre discrèle corrigée 
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(4.68) et La fonction pro pre discrèle corrigée (4.66) admetlent Les esti- 
malions 


max [Y, (x) — 1, (x)l< A ca, (4.69) 
Te On 
| As — 2] < Ai ces, (1.70) 
où les constantes cC31. Css Ne dépendent bas de h. 


DÉMONSTRATION. Selon le théorème 4.3, les valeurs propres ad- 
mettent les développements 


5% = À, + ÿ, h22 Gy + UN c"* : SSSR D RE 
j=1 
On fait la somme avec les poids +,, il vient l'égalité 
s+1 s s+1 | s+1 ; 
2 r 
A, = ÿ, Ye An + ES Vk QE + Ÿÿ, YehkP*. (1.71) 


Aux termes du lemme 2.2, $ 7.2, les poids y, vérifient 


s+1 s+1 
— | : 1 E 0 e _- I © 
Ÿ be a ’ ÿ, V'& ro , ] Es > ** 9 9 
k=1 k=1 
ou, ce qui revient au même, les égalités 

s+1 | 

Ÿ Ye A = O0, j= 1, ..,s. 

A=1 


On en tient compte dans (4.71) qui devient 
s+1 


Ah + y CLR 
d’où 
s+1 : 
[A —2, | <Ÿ ll [hile"]. (1.72) 
k=] 


La quantité | P*| est évaluée par la constante c, de (4.38), ct 
| y, | 4 devient 
2825 +2—7r 


«, RE 
DEC LS ri 
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Aussi l’inégalité (4.72) s'écrit 
s+1 


2s+2—7 
PR NET à DE se 
Por (s—R+DI(sS+Ek + 1)! 


ce qui équivaut à (4.70), où 


s+1 7 g2542—7 
Coa — C9 : 
es ne ! 3 : 

d & k+IDI(s+A+ OUI 


On traite de même le développement (4.36), ce qui fournit l'iné- 
galité (4.69). Le théorème se trouve démontré. 


Illustrons ces résultats par des exemples numériques. On pose 
x = (&° — 1)/2 et on considère le problème de trouver les valcurs 
propres et les fonctions propres: 


—((Zax+1) uw) = uw sur [0,1], 
u# (0) = # (1) = 0. 
La solution du problème est la suite de valeurs propres 
An = (1 + 7° n°) «°, n = 1,2, , 


ct le système orthonormé correspondant de fonctions propres 


(© = 12% sin [77 In (2 1)|. 
1 (x) Vi sr ; n (2 ax + 1) 


(4.73) 


On fixe # et on construit en coordonnées logarithmiques les graphes 
des fonctions 


E(N)= | —2 |, E, (N) = max | y4 (x) — y, (x) |. 
*€e0, 
On trouve pour plusieurs N et les réseaux ©, et ©uye, h = 1/N, 
les valeurs extrapolées À, et Y, (on utilise les formules (4.66), 
(4.68) pour s — 1), ct on établit les erreurs dont ces valeurs sont 
affectécs : 


a (3 N) = | RE NP Cy (3 N) = Max | +. eve (x) |. 


1€ 0 , 


Les erreurs dépendent de 3 N car la construction de À, et Y, coûte 
autant que la résolution du problème approché (4.9), (4.10) sur un 
réseau de pas 1/(3 N). 


La figure 3.1 donne le graphe correspondant pour les premières 
quatre valeurs propres et la figure 3.2 celui pour les fonctions pro- 
pres associées. Les graphes montrent nettement la dépendance de 
la précision des solutions approchécs vis-à-vis de numéro de la va- 
leur et fonction propre. 
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10"*|- 


10"* 


19"6- a S° 


20 30 60 930 180 270 540 810 N 
Fig. 3.1. Erreurs sur les valeurs propres discrètes ct 
lcs valeurs propres cxtrapolées du problème (4.73) 
Erteurs sur les valeurs propres discrètes du problème (4.9), (4.10): 
y — 4ièmey p,; 2 — 3ièmey.p,:3—21ème v.p; 4 — 17 v.p. Erreurs 
sur les valeurs propres extrapolées (4.68) ; 5 — aième v.p. ; 6 — 3ième 
v.p.; 7— 2ième v.p,; 5 — 1 v.p. 


107$ ©) 
ONO 
20 30 60 90 180 270 540 60 N 


Fig. 3.2. Errcurs maxima sur les fonctions propres 
discrètes ct les fonctions propres extrapolées du pro- 
blème (4.73) 

Erreurs sur le fonctions propres discrètes du problème (49), (4.10): 
1 — aime f. P. ; 23ème f, p:3 — oième f. p.; 4—1 f.p. Erreurs 
sur les functions propres extrapolces (1.66); 5 — 4ieme [,p, ; 6— 3ième 

f.p.; 7 — 2ème pp; S — 10 Ip. 
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3.5. Amélioration de la précision dans la méthode 
des éléments finis 


Depuis plusieurs années, on voit paraître de nombreux ouvrages 
consacrés aux méthodes variationnelles des différences finies pour 
les problèmes de la physique mathématique. La méthode des éléments 
finis en est la plus répanduc (voir par exemple [37], [81], [1121, 
[132]). S'agissant des problèmes auto-adjoints, elle est basée, on 
le sait, sur la minimisation d’une fonctionnelle variationnelle ct 
sur la représentation de la solution par une combinaison de fonctions 
d'essai (d'éléments finis) choisies de façon spéciale. Si l’on se borne 
aux fonctions « chapeaux pointus ». on est conduit de règle à des 
équations simples à trois points pour déterminer les coefficients in- 
connus de la solution, et ces équations sont en général exactes à 
l’ordre 1 ou 2. Avec deséléments finis plus évolués (ou plus régulicrs), 
on obtient des équations à plusieurs points qui sont plus compliquées 
mais aussi plus exactes. On notc de plus que dans le cas d'éléments 
finis réguliers et de l'équation différentielle à coefficients disconti- 
nus, l'algorithme de construction des équations aux différences se 
complique singulièrement. Nous nous servirons donc, pour bâtir 
les équations variationnelles, aux éléments finis simples, auquel 
cas la combinaison linéaire de solutions associées à plusieurs réseaux 
successifs donne une solution de hautc précision. On observe que ce 
procédé présente l'avantage sérieux de résoudre tous les problèmes 
élémentaires de manière uniforme (seul varie le paramètre de discré- 
tisation). Cette question fait l’objet du présent paragraphe. 


Voici un problème plus simple que (1.1): 
— uw" + q{(x)u = f(x). xe (0, 1), (5.1) 
4 (0) = 9. nu (1) = u, (5.2) 
à coefficients 
f, geC’[0, 1], g>0O sur [0,1], (5.3) 


où 7 > 2 est un enticr. On trouve dans [78] plusieurs techniques per- 
mettant de ramener l’équation (1.1) à (5.1). 


La résolution numérique du problème proposé consiste à associer 
à chaque nœud du réseau régulier ©, une fonction d'essai définie 
sur [0, 1] par la formule 


à x—xe(—À,0], 


si x1—1,€ (0, h), 


0 dans les cas restants. 
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Onfixe1,1<1<N—1,0on multiplie (5.1) par ®, (x) et on intègre 
sur [0, 1], il vient 


1 1 
\ (— ua, + que.) dx — (7 9 dx. 
0 


0 


On intègre par parties et on utilise la propriété ©, (x, + k) — 0: 
1 1 
(Qu oi + qu eu dx = fœdr. (5.5) 
0 0 

Avec les notations simplificatrices 


(v, w) — v (x) w (x) dx, 
0 


1 
[v, w] — (2° w° + quw) dx, 
0 


on écrit l’identité (5.5) 
(ue, ol = (f, @u), = 2 N = (5.6) 


L'idée de la méthode des éléments finis est de chercher la solution 
approchée #* (x) comme 
N 


uh (x) = V «qu (x). (5.7) 


i=0 


Ici « sont un jeu de constantes définies à partir des égalités obtenues 
par substitution ## (x) — # (x) dans (5.6). On a 


Lu, ul = (f, à) (5.8) 


ou 


N 
Yes fge gel (qu) R=l,.., N—1. 
iem0 


Les conditions aux limites sont vérifiées si l’on pose 


o = lo ay —= (5.9) 
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On forme ainsi un système d'équations en «, dont l'écriture matri- 
cielle est 


bi € 0 4 81 Ai lo 
Aa — ; - = . , (5.10) 
0 < ° CN—-9 LN—92 £N—92 
ŒN—1 bn-} AN—1 SN—1 TT EN 
où 
1 c 
: . XX X— XX 
A = [Pen Pl — rs + Ho 4 (x) dx, 
4-1 


te = Agyr = [Pr Pi), 


x 


a “#1 
DE ls See ( CA (x) dx + | q (x) dx; 
h h° h® 


X{-1 { 
# (41 
a ={(f,#) = ILE f(x) dx + HAE (x) du 
4-1 3, 


On montre l'existence d'une solution du système (5.10). 


THÉORÈME 5.1. La matrice du sysième (5.10) est définie po- 
sitive. 


DÉMONSTRATION. Soit Ÿ un vecteur non nul de composantes 1. 
1— 1,.... N — 1, auquel cas 


N—1 N—1 
YAY = Ÿ Yrto ol 
jæl i=l 
On pose 
L N—1 
y (x) — ÿ Ve Pr (x). 
i==] 
Alors 


Y'AY = [y »])> 


TT 
een, 
CS EC 
[se 
pr, 
" 
_s"”" 
Sn” 
ts 
[SU 
De 
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L'inégalité de Cauchy-Bouniakovski aidant, on trouve 


(50) re (E #7 ai : 
0 0 


Comme y (0) = 0, le second membre de la dernière inégalité vaut 
(v (x) }*. Les deux dernières relations se condensent en 
YT AY > (x (0 }?, 1e(0,1) 
et, en particulier, 
YTAY >= pi 1, N-— 1, 


parce que v (1h) — y,. D'où la minoration 
N—1 

T 9 

AY > ÿ 3? 


qui garantit la définie positivité et la non-dégénérescerce de la 
matrice À. 

Ainsi, on associe à tout N un seul ensemble de constantes «, tel 
que la solution approchée soit représentée par la formule (5.7). 


THÉORÈME 5.2. S: les coefficients du problème (5.1), (5.2) 
remplissent les conditions (5.3), la solution du problème approché (5.7) 
à (5.9) admet le développement 


! 
nu (x) = 1 (x) + ÿ n°3 o, (x) + HT 4 (x), xe ©&,. (5.11) 


jzl 
Icil= [(r + 1)/21, les fonctions v, sont de classe C3 [0, 1] es 
ne dépendent pas de h, et la fonction discrète x est bornée: 


[rh (x) | < ce Vreo,, (5.12) 
la constante c, étant indépendante de h. 


DÉMONSTRATION. On note qu’il correspond à toute fonction w(x) 
définie aux nœuds du réseau w, une fonction continue 


— ÿ w (x) @: (x) 
je=0 


donnée sur {0, 1] qui constitue ## prolongement linéaire par mor- 


ceaux de w(x). Par exemple, #— ##{x). Le développement (5.11) 
se ramène donc à 


(x) = &(x) + Ÿ h° v, (x) + #25 (2), xe (0,11 


j=l 
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On pose 
Do Ah (5.13) 


et on cherche v, suivants sous forme de solutions des problèmes 
différentiels 


> vi” + q (x) V, = R, (x). xe(0, 1), 


v, (0) = v; (1) = 0, PRES (5.14) 
où 
l v9, 
R, (x) = — 790%) 2 (x), 
2 (23) 
Ne Ro) 
R; (x) Lars rs (4) 
YO g CHE 2m 3h 2m 4) AE Ass) 
Hi ne ARRRRE (km 1) (+ m+2) 
k>2, m>0 
Jeu el 


Ces formules permettent de constater que R, e C”[0, 1], si bien 
qu’en vertu du théorème 1.1 le problème (5.14) possède pour j = 1 une 
solution unique dans C’** [0, 1]. On suppose R;, …, R, définies et 


telles que R, € C’**** [0, 1]. On trouve 2,,..., 7, comme solu- 
tions des problèmes (5.14) qui admettent, par le théorème 1.1, 
deux dérivées continues de plus que À,, …., R,, i.e. 


HEC [O, 1], ES PR À 


On établit, pour les termes du second membre de (5.15) de numéro 
j + 1, le nombre maximal de dérivées: 


R2_, € C'-# [0, 1], 


vis € C2 (0, 11, os 


W 


g"'eC"# (0,1) 


(la dernière appartenance est juste parce que m < j). Ainsi, R;r1e 
eC"# (0, 1]. D'après le théorème 1.1, le problème aux limites 
(5.14) de numéro ; + 1 admet une solution unique qui est de classe 


C'*?#3 [0, 1]. C'est pourquoi toutes les fonctions R, et v, sont 
définies de façon unique, et 


,e CT (0, 1], R,e C'#*? [0, 1]. (5.16) 
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; k See à ‘ à 
Connaissant v,. # ct #, on définit la fonction discrète 


L 
1 hp. : : 
(x) = ET (r (x) —Y (x) , x € à. (5.17) 
ce qui équivaut à 


nÀ (x) — ("0 — SH, (x)].  xel0, 17 (5418) 


50 
Conformément à (5.18), l'égalité (5.8) 
Cu”, pl = (J. po). 1 


conduit aux de 


oil = SZ > n° [u,. Pl + n° [a*. qal = (Jp). (5.19) 


7-0 


| 
L =: 2 
L 1 


NT. 


1 —  N— 1. 


On se propose de les nn. et on établit au préalable plusicurs 
développements auxiliaires. 


LEMME 5.3. Soit {un entier naturel etv une fonction de C'[0, 1]. On a 
1—1 


2 
" nr: h25+1 2 à (+ h't1o. (5.20 
(2, pi) v(x) + À 1 Gj+2i 21” (x) + Ge ) 


où 
Lol <—2— max Jo (x)]. 


(+2)! xet0,1) 


DÉMONSTRATION. On suppose g (x) telle que g”* (x) — (x). Il 
suffit de poser par cxemple 


g (x) =((ot dz dt, 


et on vérifie sans peine la validité de la relation 


(e”’, D) 2 ge (xi-1) — — + glriu) | (5.21) 


Le lemme 1.2, $ 7.1 entraîne 


(g”", oi) = (82 (xi))s = 


[(#—1)/2] 1+1 
2jt1 2 2542 2h 
A g' J )(. xs) re 


ü 2j+2)1° { +2)! 


on a le résultat voulu. 


pe ( E,) : 
jÿ=0 


Comme gl = 1, 
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LEMME 5.4. Etant donné ve C'[0. 1]. avec { un entier tel 
que 1 <t<r + 2, le prolongement linéaire par morceaux 6 admet le 
développement 
Qu, p) = (gv, #1) + 
. {(4—1)/2] pit! (m + 1) (42 + 2 km + 3 k — 2m — 4) y) (x Cm) (x \ 

D D (m + 3)18I EC 


j 1 Rto 2) 
KD>2,mD>0 


+ HT x (5.22) 
où 
lxil<cs, (5.23) 
et ca est indépendante de à ct h. 


DÉMONSTRATION. On transforme le premier membre de (5.22). 
Le support de », est concentré sur [x;-1. %:41], si bien que 
ti+1 
(gv. Pi) = q Pi dx. 
#j—1 


Les fonctions v et +, étant polynomiales par morceaux, il y a 
intérêt à partager l'intervalle d'intégration en deux intervalles 
partiels. Soit d’abord 


#j+1 a 
(osndr= À 96) (x) (tin — x) + 
+ vxign) (x — 2%6)) (misa — x) dx. 


On remplace v(x:,1) par son développement taylorien autour du 
point *,, il vient 


Fi+1 Æi+1 
( qu DER ( q x) o (x) (xisa — x) dx + 
*, Ke 
3ÿ+1 


+ — j# (x) 2° (x) (x — x) (ris — 2) dx + 


+1 Zjÿ+1 


HS (x) À Ce — 50 (isa — 9) 9 (0) dr + 


æ—, À! 
*{ 


h"+3 


0. 5.24 
F+21 (64) vi, (5-24) 
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où 


On substituc à g(x) sous le signe somme son développement tayloricn 
par rapport au point x. On a après avoir intégré: 


12 Xÿ+1 
TS 8 (x,) (x — x) (xisn — x) X 
* 


) A EEE Een 7 \:. SP SN d SE a {x — — 
” | m'Ù s . ” Ÿ 4 - #1 | | | 


TIR htm 
- h (om + 1) mn) (x,) gl") (x,) di. h"+* LR, 
É RI(m + 3)1 
où 
| Eu | < a ne max | ” Hs. [max | gl) |. 
kRi{r+5—Rk)l {01 (0,1) 
Finalement, 
Æi+1 #i+1 
g6mix= — g (x) vx) (vis — x) dx + 
4 #8; 
ri 
se — ( gx)" (xs) (Xe — x) (x — x) dx + 
# 
r+TrEl-R kim+i 
h {m + 1) (à) (m) h"+3 uh 
D (x x 1 k, 5.25 
+Y On + 3)1A1 (x) 9 (x) + ( ) 
k=2 mr0 
où 
[utl<e. "li .….s N — 1, 


On traite de même l'intégrale 


*i+1 
qu ®, ÂX. 


74 
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et on aboutit à la formule 


X5+1 Ti+1 


PURES ns gx) v (xs) Oxiaa — x) dx + 
‘4 X£ 
. Xi 
LA és g(x): (xs) Cris — x) (x — x ) dx + 
* 
rbtrti=k ee 
EE ROPRASAR OCT +3 A 
ÿ k-2 à ol À! (R + ms + 1) (kR + 0 + 2) : (x,) q (x,) + h P;, (5.26) 
où 
| ei | < Cp pese sus Net. 


On fait la différence de (5.25) et (5.26): 


j41 T;+1 
( yv os udx — quo dx = 
*} x 
rilr+1—-k 


EME (e + 1) (k° + 2 km + 3k — 255 — 4) 
{on + 3)! RI(k + m + 2) (A+ om + 1) 


La 


k--2 m—0 
X ul (x,) gl" (x) + hT* (pui mé Pi). (5.27) 


Si l’on raisonne non sur %;41, mais sur %:-1 (et on remplace donc 
h du second membre de (5.27) par — k) ct si l’on intervertit l’ordre 
d'intégration (si bien que le second membre de (5.27) change de 
signe), alors 


7 x 


qUdx — qup,dx — 
Fi—1 Xj—] 
: À à (m + 3) 1 AI (& + m + 1) (4 + m + 2) 
x of (x,) gl) (x) + AS 5, 
où 


h : . 
[il<ca+oes. 
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On additionne (5.27) et la dernière égalité, ce qui donne l’affirma- 
tion du lemme 5.4, où €, = 20, + 265. 


On note que c’est la nature du problème qui a dicté la démonstra- 
tion. En effet, la fonction qg n'est pas suffisamment régulière pour 
qu'on puisse procéder de façon plus simple et développer v ct q 
à la fois. 


LEMME 5.5. On a pour toute fonction v € C1 [0, 1] e£ son prolon- 
gement linéaire par morceaux 


DÉMONSTRATION. Le premier membre devient par certaines 
transformations 


Æj+1 *t 
PA LUC 
(v°, @i) = : v" (x) dx + . U' (x) da 


= — [etre — 2 (0) + (xd — 2 (ral. (528) 


Comme 
v'(x) = DR ous pour xvefa,. vigi]. 
v'(x) — ma “Hinn pour xefxiu. x}, 
on a 
x,41 " 
di 1 ( JTE v (x) y, +— EE ax. 
3, He) 


On démontre le lemme par identification avec (5.28). 
Soit de nouveau l'égalité (5.19). On récrit son premier membre 
par recours au lemme 5.5: 


Î 


Cu, pe] = Vo HF Ului. pi) + (go. qu) + HYELn*, gl = 


j=0 


! 
= ÿ h° CR pi) + (qu, 21) + h"*° [n*, O1 |. 


20 
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On transforme certains termes par le lemme 5.4: 


L 
Lol VAS où) + (ges eu} + 


Jj—0 


1 l= j 


(on + 1) (4° + 2 kon + 3k — 2 5 — 4) vla) (x5) gl”) (xs) 
29+25+1 j 
+» > d ET EC CN ee 


e0 ce roles (os + S)1 AL (R + on + 1) (À + m + 2) 


4»>2, m>»0 
+ Bi + "+? [%”, Pa) (5.29) 
où 
| a; | < Cg 


Lcs fonctions v, étant solutions des problèmes (5.14), (5.15), on a 
les égalités 


Los, Qi] = (us. D) + (gus. Pr) = (R,;. Ps) (5.30) 


obtenucs en intégrant par parties l'équation (5.14) multipliéc par 
. De plus, selon le lemme 5.5, 


Lj 
Ro) = NS ERP S re 
( Je P: L 2s+2 (x :) FA 
avec 
[Si il<e. = 1, ..., N— 1: T0, ou cl 


On transforme (5.29) à la lumière du dernier développement ct des 
formules (5.30) et (5,8): 


! l— 3 
À 2 (9 
h?i her: tn. K2) 4 
| L L PEN (as) + 
D Lj . (4) (ms) 
n paitisti (om + 1) (4 +2km+3k—-2m— 4); (xs) g° ’ (x0) 
L » 2 {m + 3) LAI(R + m + 1)(2 + m + 2) 
KD>2, m>0 


+ RETÉ HUF Ét , Dal + (S, qu): 
Ici 


ee nm NV 


168 ÉQUATION DE DIFFUSION STATIONNAIRE [CH. 3 


On intervertit l’ordre de sommation dans les sommes doubles: 


oil DEEE RE (x) + 


j=1 
” j y (ons + 1) (A + 2km + 38 — 2901 — 4) ul), (x) gl") (x,) 
1 htm 2 OO) UE on + 1) (km +2) 
k>2, mDÛU 


+ PTS HR (5, oi] + (f, pi). 


Il est évident qu'avec le choix des fonctions R, (formule (5.15)), 
la somme double s'annulc: 


Du, qu] == RTE ER qu] + OL @d. 
On a par définition de #" 
Cu, qu] = (J. 90). 
si bien que 
[",mi= —h1}, i== 1, …, N—1. 
On fait le produit de chaque équation par »” (x,) et on somme par 
rapport à tous les indices ? = 1, ..., N — 1. V u les égalités 5" (0) — 


7 (1) =0 (résultant de la détiaiion de 7" aux points Oet 1), 


on trouve 
N—1 


(4, 1 = — DEL n' (x) 


On a montré (théorëme 5.1) que 
(ñ" (0Ÿ < [9.7] Vreu,: 
donc 


—1 
max | 7 (x) < Ÿ 17: RENE 9 14 < max | 4 (2) les 
x oh 


1€ x 11 


On simplifie par max | 9 (x)|: 
1€) 


max|% (x)|< ce, 
*E0y 


ce qui démontre le théorème 5.2, où c = cg. 
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Ci-dessous un algorithme d’extrapolation basé sur le dévelop- 
pement du théorème 5.2. 

Soit 2 = [(r + 1)/2], avec 7 un entier de la condition (5.3). 
On fait correspondre à ! + 1 enticrs N, = ÀN les réseaux &a, de 


pas À, = I/N,, k = 1,...,1 + 1. On énonce pour chaque Ga, le 
problème (5.8), (5.9) ct on cherche sa solution avec les poids a, pris 
dans (5.7). On trouve / + 1 fonctions #"*(x) dont les valeurs aux 
nœuds de Ga, nous intéresscront seules. On forme la combinaison 


linéaire 
Un), x eo, (5.31) 
où les poids 


(5.32) 


On a lc 


TUHÉORÈME S.6. Hwpothèses du théorème 5.2. Alors la solution 
corrigée (5.31), (5.32) admet l'estimation 


max [U(x)— (xls Mc (5.33) 


1S Oh, 


avec la constante cy indépendante de h,. 


La démonstration imite celle du théorème 4.6, et la constante 
est égale à 


[+1 2—7r 
k 


; = 20 ns 
L DITES ETITESE STE 


avec c, de la condition du théorème 5.2. 
Soit l’équation plus générale 


— (pu')"+qu=/f sur (0, 1), 
p(x)>2c>0,  g(x)>0. (5.34) 
peC'#* [0,1],  f,geC’ [0, 1]. 


On généralise les résultats ci-dessus de deux manières différentes. 
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Dans le premicr procédé. les fonctions de base (5.4) ne varient 
pas, et l’on a le problème (5.7) à (5.10), où [v, w] a le sens suivant: 


1 1 
[v, w] = \ pu'w'dx + (avwudx. (5.35) 
0 0 


Le système d'équations algébriques (5.10) est toujours de structure 
matricicile tridiagonalc, mais les coefficients &,, b,. «,. g, ne sont 
plus les mêmes: 


“4 *4 
dy = [sr Pl = —— | p(x)dx + \ nn E | (x) dx, 
*f-1 *i-1 
Co = dis —= [9 Qu’, 
l *{ L T141 
b, == [o,, p] LT \ p(x)dx + . \ px) dx + 
4-1 a: 


k j. (x — Xt-1)° ( ) Lx se 3 (ris — x)4 ( ) dx (5 36) 
= | LS A) EX | ue oo À NJ 4x, J.90 
Fi “4 


{ 443 
gi (f, Pi) = | 10) dx + | EE —— j (x) dx. 
nd: 


342 


Les lemimes 5.3 et 5.4 restent valides tandis que le lemme 5.5 n’a 
plus licu. On Ile remplace par le développement de la différence 
(PU, œi) — (pv’, @i) par rapport à hk, ce qui donne un reste en 
h'+2, Finalement, le reste de (5.11) sera de l'ordre de #’*! sous les 
mêmes conditions imposées à g ct /. 

Le sccond procédé consiste à utiliser les fonctions de base ©, plus 
compliqués *, à savoir 


| bp”! (4) dé] ( DCE) dt si x — x,e(—4. 01, 


Xf-1 4-2 
Pi (x) — {in “in (5.37) 
| pr'(e) dt] ( Dri(tjdt si x —xe(0, A1. 
X *£ 
0 dans les cas restants. 


* On trouve des fonctions analogues dans [1], [47], [115]. 
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Les coefficients du système (5.10) se compliquent eux aussi : 
— 1 
dy = (sr D] = A 
ÛÜ pu 
4-1 
dr: 4 
( »-: (4) dt | p \(t) dt 
a x 3 
+ Â | (x) dx. 


4 “ 
és {#10 # 
34) 


1; x 2 
f { #00 a) al) dx 


| ] if. X{_ ‘ 
D À 


a: Xf+z x 2 
| pr" (4) dt | p"1 (t) dt | pt (1) 2) 


1 34-2 


Fé+a / “4 2 
\ pt +) q (x) dx 


x 


+ ———_————— 
ne . 7 (5.38) 
rte 4) 
*$ 
44 : Ti4s / ét 
| ( | pri (#) +) f (x) dx f f rue) f(x) dx 
‘. : 


Ci = ljyy — [Ps al 


RS Re 
Fi #4 Ti+1 
| p”" (#) dt | D (t) dt 
ï 


*{-2 i 


S'agissant de ces fonctions d'essai, le lemme 5.3 ct l'égalité 
(po, of) — (pü', wi) restent justes, ainsi que d’ailleurs le lemme 
5.4 dont la démonstration devient sensiblement plus arduc encore 
qu’elle donne un reste de même ordre de grandeur. 

Fort des résultats obtenus, on dit donc qu'avec les fonctions 
d’essai (5.37), on conserve l’ordre du reste du développement (5.11). 
On note que la dernière égalité signifie pour g = 0 l'intégration 
cxacte de l’équation (5.34) dans la méthode décrite. 

On observe qu’en ce qui concerne  récls, la précision réalisée 
avec les fonctions de base (5.37) cst supéricure à celle obtenue avec 
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les fonctions (5.4). La chose cst particulièrement évidente dans 
les problèmes où p est à variation forte. 
On l'illustre par le problème 
d 


—_— “h —) + AV nu S — 41 + dre, 
x 


dx (5.39) 


u(0) = (1) = 0. 
Sa solution exacte est la fonction 
u(x) = (6° — 1) (1 — x). 


On a résolu plusieurs problèmes variationnels aux différences 
(5.10) avec les fonctions d'essai simples (5.4). Dans ce cas, les cocf- 


107? 


10 * 


OO 


197$ 
107% | @ 
10 -J0 

@ 


10 15 20 30 48 60 90 780 N 


Fig. 3.3. Erreurs maxima sur les solutions variationnelles 
aux différences et sur les fonctions extrapolées aux nœuds 
des réseaux de discrétisation 


Erreur sur la solution variationnelle aux différences: 7 — cas des fonctions 

de base linéaires par morceaux; 2 — cas des fonctions de base spéciales (5.37). 

Erreur sur les solutions extrapolces: 3 — cas des fonctions de base linéaires 
par morceaux; 4 — cas des fonctions de base (5.37). 


ficients du système (5.10) sont définis par les formules (5.36). On a 
trouvé l'écart maximum entre chaque solution approchée (5.7) et la 
solution correcte. Le graphe correspondant est représenté sur la 
fig. 3.3. On a ensuite abordé les problèmes (5.10) avec les fonctions 
d'essai (5.37). auquel cas les coefficients du système sont définis par 
les formules (5.38). Connaissant les poids, on a formé les solutions 
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approchées (5.7) ct établi dans chaque fois l'écart maximum. On 
voit le graphe de cette quantité sur la fig. 3.3. Afin d'apprécier 
l'amélioration apportée par l’extrapolation, on a formé les solutions 
corrigées (5.31) pour / = 1, i.e. on a cxtrapolé sur les valeurs de 
deux solutions des problèmes approchés (5.10) pour le rapport de 
pas 2: 1. On a appliqué l’extrapolation aussi bien aux solutions 
construites à l’aide des fonctions d'essai (5.4) qu’à celles obtenues 
moyennant (5.37), ct cela sur deux réscaux de pas À — 1/N ct k/2. 
Pour les erreurs maxima sur les solutions améliorées, voir fig. 3.3. 


3.6. Equation quasi linéaire 


Considérons le problème de Dirichlet relatif à une équation quasi 
linéaire du second ordre ct supposons que l'équation soit résolue 
explicitement par rapport à la dérivée scconde ct que le second mem- 
bre soit une fonction d’une variable indépendante, de la solution 
ct d’unc dérivée de la solution. Pour qu’il y ait existence et unicité 
pour un problème non linéaire, il faut (c'est bicn connu) que le second 
membre soit suffisamment régulier et qu'on soit dans certaines 
conditions supplémentaires. Dans ce paragraphe, on démontrera 
un théorème aux termes duquel l’analoguc discret d'un problème 
non linéaire est représentable sous forme de développement suivant 
les puissances entières du pas du réseau. Ce résultat cest le pivot de 
la construction d’une solution améliorée par l’extrapolation de 
Richardson, et avec un jeu de solutions approchées associées à 
divers paramètres de discrétisation. on atteint, comme dans le cas 
linéaire, une précision maximale. 

Soit le problème 

u"—=f{x,uu") sur [0,1], (6.1) 

(0) = %, (1) = 71. (6.2) 

On suppose que f(x, #, v) appartient à C” ([0, 1] X (—co, co) X 
X (—00,00)), 7 >2, en tant que fonctions de trois variables et que 


le problème proposé admet une solution de classe C'*? f[0, 1]. 


Comme l’extrapolation de Richardson pour les équations non 
linéaires ne sera décrite que sommairement, nous bornons à un 
seul critère d'existence ct d’unicité, disons, à 


1 1 | 9f 2 1 of es 
ROSE GREEN Se X, ‘s RTS Lu Lt "+ Ü Z . pr 0, — 
a (x, n o)| =. (x,u, v)>c, c<| ; |» (6.3) 
xe [0. 1 |, 1LE(—00,00). vE (—0c0,0c0). 


On aurait tort de se passer de tout critère ct de supposer tout bon- 
nement l'existence ct l'unicité de la solution. En effet, les critères 
de possibilité du problème différentiel déterminent des fois le choix 
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du schéma aux différences en en induisant la possibilité, l’unicité ct 
la stabilité. 

On montre que la condition (6.3) implique l'inégalité caractéris- 
tique de la monotonie forte (voir [26], [38]) du problème (6.1), 
(6.2) 

1 
je Qu — 2") + fx, un) (un — 9)l dx — 


1 1 
À {a Qu — ot) + f(x, v, 7) (um — v)l dx sc, \ (u'— v'} dx (6.4) 


pour toute # et toute v de C1 [0, 1] qui sont égales aux extrémités 
du segment: #(0) = 2(0), #(1) = v(1). 
On pose 


fu = Ut + — +), Qu + (1l—7-)v", 
auquel cas 


Jean) fa eo) = [TG ue qd de = 


1 
de (1e — ») + (4 (2° — v'). 
o °4 


] 
CL) 
ss 


On désigne par J(#,v) le premier membre de (6.4), il vient par suite 
de la ds DES 


sie 24 or ddr (nu — v) (n° — 0") + (uw — var. 


On retranche de deux membres c, ( (u' — v')2dx ct on utilise l’inéga- 


(4) 
lité ab <a?e/2 + b/(2e). e > 0. On a 


J (ne, »— fer — v'}dx TE D (x, Joe A) dr (ut — 7) — 


{| (X. Go. Ji) 


&[— (ae — 0) + — = =v le 


+ (— c) (n° — 7) dx. (6.5) 
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Les fonctions # et v prenant les mêmes valeurs aux extrémités du 
segment [0, |] vérifient l'inégalité (voir [43)) 
| | 
1 ; ; 
— —v'}dx>\(u— v)" dx. 
| { (u'— v") Qu —) dx 
(4) 0 
L (x. Go: Ji) dr et on récrit le second membre 
gi 


1 
On pose € | 
0 


de (6.5) compte tenu de l'inégalité ci-dessus : 
1 1 1 

Ju v)— cu — v'y dx > { [: ur 
je 


1 


[SEC de 0) + du a) Jus} tu — on) dx. 
2 04) 049 


Le second membre est non négatif par l'inégalité (6.3). Aussi 
1 
J (au. v)> ci fu —- y)" dx, 


U 


ce qui est équivalent à (6.4). 

Le problème étant fortement monotone admet une solution unique. 
Soit, par exemple, # et v deux solutions distinctes de classe 
C’*?[0, 1] du problème (6.1), (6.2). Dans ce cas, # (0) = v(0), 
u(1) = v(1) et on a l'inégalité (6.4) dont le premier membre est 0. 

. Mais le théorème de l’immersion de W4 [0, 1] dans C [0,1] 
(voir [43]) entraîne 


1 1/2 
l 
xX|u—v|<— u'—%')" dx | . 
pee | | (se ) ) 
D'où # = v sur [0, 1], ce qui contredit l'hypothèse de deux solu- 
tions. 

La résolution numérique du problème (6.1), (6.2) utilise le 
schéma aux différences 


1, (x) = f(x), 2 (x). KE Op. (6.6) 
1 (0) = no ° (1) = 24. (6.7) 
Avec d'autres notations, l'équation (6.6) s'écrit 
tx — h) — 2u(x) + ufx + à) 
h° 
=—/| VE h[2, “€ +h) + G) tx + h) — nn de 
2 2 h 


1 | — h _ — } 
++ (x hf2, u(x) + E ) ,# (x) LE à; 1e. 
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On démontre que le problème (6.6), (6.7) admet une solution unique. 
On montre au préalable qu'il jouit pour # suffisamment petits de la 
propriété discrète de monotonie forte: 


Ÿ (— (A (x) y (x. #, (x). US (x))} (ee (x) — v(x)) ee 
*E0, 


1E0, 
> Ci > (1, (x) — A (x)}°A. (6.8) 


3€ Oh 


avec # ct v des fonctions quelconques définies sur «, telles que 
u(0) — v(0) ct #(1) = v(1). Comine dans le cas différentiel on pose 


qu () = #8, (x) + (+) 0, (ve. 
QE) = su, (x) + (7) 7, (x). \Eù,. 


Alors 
1 
d 
fx, nu) — f(x, 9, v,) = j JU dus Gi) de = 


1 


= PE 0) +(2 À de (a, — v,) Vred,. 
0 


On applique à la différence divisée seconde du premier membre de 
(6.8) la formule de Green, ct on transforme les autres termes par la 
dernière identité, il vient 


J" (uw. v) = Ÿ {ee x) — 0, (x)? + 


:E 


1 
re (7 — q) dx (ue, ( x) — D, (x)}° + (x, 90. 4) dr X 


0 


X (#, (x) — (US (x) (". (x) — D. ()} h. 


On a utilisé la propriété de # et v de coïncider aux extrémités de 
[0, 1] et l'identité aux différences 


Ÿ w. (x) (s (x) — v (x)) = Ÿÿ w (x) (4, (x) — v, (x)) 


*E 0) 3€ On 
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Juste pour toute fonction w définie aux nœuds de &,. On effectue sur 
J" (æ. v) des transformations analogues à celles du cas continu et on a 


J' (a. )— €, ÿ, (4. (x) — v, (x)}° h > 


ET Qk 
1 
e JE ER 
> D) EC os Qu) dr (ut, (x) v. (x)) 
ICO Ù 


2 
mar (x. Qu. n| de (ue, (x) — 2, (x))? + 
U | 


+ ci] (0 69 — 2 3} À h. 


On écrit deux inégalités vérifiées par # définie sur ©, et nulle pour 
x—0et x = |: 


ÿ (w, (x))* 428 > w® (x) #. 


:e0h :E Oh 
L - 
Ÿ w° (x) > Ÿ (w, (x)}° X. 
Eh ALAN ES 


La première est un analogue aux différences de l'estimation en 
norme de l'immersion de Wi [0, 1] dans Z.,{[0, 1] qu’on prouve dans 
[43], et la seconde découle presque évidemment de la relation 


wx)w(x + 4) < (w?(x) + w°(x + ))/2. 
Avec ces deux inégalités, on trouve 


J'(u. v) C3; Ÿ (2, (x) = A (x))° h > 


+= Oh 
L 
1 19 : 
> Ÿ {ft sa he Go. a) + 
= gi 
xe= On “0 


+ 4e a)}us| (a, (x) — 2, (0)? 2. 


Comme le second membre est non négatif selon (6.3), on a 


J"(u, v)>c ÿ (a, (x) — ©, (x))? 4, 


1€ ON 


ce qui ost équivalent à (6.8) par suite de la notation J* (a, v). 
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On utilise l’analogue discret de la propriété de monotonie forte 
en passant des conditions aux limites (6.7) aux conditions homo- 
gènes. On introduit donc la fonction linéaire 


F(x)= nu, + x(u, — u,) 
et on effectue la substitution 
(x) = F (x) + E (x). XE w,. 
auquel cas E satisfait au problème 
ER) — LC SO) HF (QE, (0) + Æ (x). re es. 
E (0) = £ (1) = 0 


qui est possible s’il en est de mème du problème (6.6), (6.7). 
Les raisonnements suivants imitent ceux de [38]. Ils s’inspirent 
d'un lemme de [111] dont voici l'énoncé. 


LEMME 6.1. Soit E —+ PE) ane application continue de E” 
dans lui-meme telle que (P (5). &) > 0 pour un cerluin p = O0 et tout Ë 
de la sphère || E|| — p. Il existe E, [| ÉÏ| < p, pour lequel P (E) = 0. 

Pour qu’il soit possible d'utiliser ce résultat, on prend une ap- 
plication de l’espace de dimension N — 1 dans lui-même telle qu'il 
corresponde à chaque vecteur & de composantes £, = E (x,), x,c 
un vecteur PF, de composantes 


P, (x) rad Dee (x) Le (x. æ (x) SE F, (x ue ; (x 1) ns F. (x; )). 


On a unifié les notations en posant € (0) — 0 et E(l) — 0. La con- 
tinuité de l'application & —+ P, résulte de celle de la fonction /. 
On calcule la formule 


D PER {6,0 + (x 8 (0 + 


*E 0h 1E0x 
+ Fe 8, (0 + EF, (0)} 8 (0 4. 
On récrit la somme du second membre: 


D PE (GE VE, (a) + 7, (nr 8 (à) + 


ES ze 


+ FE, (9,8, (09) +8, (Ga) —/, (FE, (x). EF, CE (x) 4 + 
+DZGE, (a F, (x) & (x) 4. 


2€ 0} 
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Etant donné E(0) — E(1) = 0, la condition de monotonie forte et 
l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski conduisent à 


DR ACHOLECS) Soie fl Et ( QE | 


*E0, rep, en 
où 
= max [f(x F (x), F'(x))|. 
rel0, 1] 
On s’est servi des propriétés suivantes de F(x) linéaire : 


F,(x)=F(x) et F,(x) = F'(x). 
L'hypothèse E(0) — E (1) — 0 entraîne 


Ÿ, E(yaz Ÿ E(1 4 


1= Oh 1Ew} 
Donc 
YO PGEGMAZzSe Ÿ E(x)h ra(À Et (x) à 
eu, Eu, 1E 0} 


On peut dire maintenant qu'avec ao choisi à partir de la condition 


D P()E (x) > 0 


2€ 0) 


(à ee 1)” = pe Ke. 


xE0) 


si 


Conformément au lemme 6.1, le problème (6.9) possède donc néces- 
sairement unc solution telle que 


(à Et (x) à ee 


tEo} 
THÉORÈME 6.2. Si l'on est dans lu condition (6.3) sous laquelle le 
problème (6.1). (6.2) possède nne solution unique dans la classe 


C'P[0, 1], la solution du problème approché (6.6), (6.7) udmet le 
développement 


! 
a (x) = (x) + ÿ h° y, (x) + 44 (x), veo,. (6.10) 


j=1 
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Ici l = [(r — 1)/2], les fonctions v, sont dans C'F223 10, 1] et ne 
dépendent pas de h, la fonction discrète n° est uniformément borné: 

| (x)l< ca Vrxeo,, (6.11) 
avec la constante © indépendante de h. 


DÉMONSTRATION. On pose v, = # sur [0, 1] et on cherche / 
fonctions v, à partir des problèmes différenticls 


mn se. (x. « (x). #° (x)) vi + _ (x. # (x). n° (x)) v, == 


2 j j (2442) 

1 d”? 2v;_ | 

ET ARS ET T —— (1,40) X 
4 (25)! dx”) (2k +2)! ôv 


j J2 # +) j ul? À) 


XX it (x, 4, u') Eh 2 
> 4 (2k+1)1 Ôôv À 4* (28)! 


em 


1 d'? 1 +mf : 
cs (x... n°) X 


peter; 17029)! a? \siml og” 
stm>i 


s t 1!2 H s+m te 2 RFI) 
eZ (D) (Er 
te tt, me JP il \k—=0 4 (2 k) 1 i-:s+1 \AimO 4 (2% + 1)! 
t,>1 


Vs (0) = 0, V; (1) = 0, Â = É: 2, ss /. (6.13) 


On commence par v,. L'équation (6.12) a alors la forme la plus 
simple, à savoir 


SR don LL (x.u, n°) ri + 2 (x, #4, uw) v, = —# (x. 1, n°) X 
ûu Ou ov 
v’‘ du 2 ) 
X _v. LA (x. 1, 14 ) 0 = 4. d Î (x. TR 1") - hr. 


Le second membre comprend seulement 7, et admet des dérivées 
continues jusqu’à l’ordre r — 2. La dernière propriété des coeffi- 
cients et le caractère linéaire du problème entraînent que la solution 
remplissant les conditions aux limites (6.13) existe, est unique et 
appartient à C”’[0, 1]. On suppose maintenant que v,, .…., v,, sont 
déjà définies (on observe que v,€e ect" 10; 11): Les équations 
(6.12) montrent que le second membre de l'équation en v, renferme 
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, d'indice ? — 1 au plus ct qu'il cest 7 — 2 j fois continüment déri- 
vable sur le segment [0, 1]. On établit la dernière propriété en cal- 
culant les indices de régularité des fonctions 7, et leurs ordres de 
dérivation le plus élevés. Le problème linéaire ainsi construit a 
pour cocfficients des fonctions de classe C"[0, 1], si bien qu'il 
existe unc seule solution qui vérifie, en plus de (6.12), les conditions 
aux limites (6.13). En outre, v,e C'T?2[0, 1]. Ainsi. on a obtenu 
toutes les / + 1 fonctions v, telles que 


me CI0,1], j— 0,1, …,l. 
On définit par 7, les fonctions 
I 
— Ÿ ho, (x), VE &a, (6.14) 
j=0 
et on porte æ (x) dans l'opérateur aux différences du problème (6.6) : 


ul ns I = 1 a 
“> (ose + F L CAT > hr On = 


j=0 3-0 J=0 
= — 0, + f(x w.. w.). (6.15) 


On transforme les termes à l’aide des développements du lemme 
1.1, $ 7.1: 


I | ! Hi, vtr 
— AN °3 CRE "0, = 
L RE (2,);9 2 L h > h ETRREN + 0, 
3-0 3=0 K=n0O 
j cr ul 
se 1Y# Docs on h° ü, sur Op 
3=0 k= 
_j ”l? À) 
(v (v,), —= h°? Ft Ne 
5,” D ru 2h) 
j vel 
=) J°3 V 1 + 6, sur ©,. (6.16) 
j=0 À=—0 d pe)! 
! : ” le #1) 
dd (le h??  —————© + 0, = 
DE -ÿ L 2 2R+I! 
be 1 ÿ2 *+1) 
dé D h° 7 — k'0, sur à, 


7-0 £_0 2. (24 +1)! 
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et 
[0,]<c pour 1=1,2, 3. 


On développe f (x. w..w.) en la formule de Taylor: 


(24) pr srl) 
(DE ERP 7 DES EE — à 


J=0 ka0 4 (28%)! 0 À (2k+T1)! 
“'" 
LL) = f(x,u,u") + ÿ : Ji t. X 
1 sr Ki sim où du 
l #4 ne # s I i me nul m 
XIV AN —"# |} ro RENTE 76 n L 
(E ee D ere 
+ AG, sur ©,. (6.17) 
où 
Hi, 
0, — _ RO ne 
sm=1+1 Fo du ‘av 
i _ j y? #) v nu Mi 
X h° 7 10 | 0 k° ? a à 4 | 
(5 . L D'erver 


La quantité 0, est uniformément bornéc 
RARES 


parce que les fonctions », sont bornées en chaque point xe&, (par 
suite de leur continuité sur [0, 1]), ainsi que leurs dérivées corrcs- 
pondantes de (6.17). 

On fait le produit de toutes les parenthèses de (6.17) en tant 
que polynômes en x: 


J (x, w.. w.) = f(x,u, uw) + 


l ST" ! | 
+ dE ———— (x, un. n°) y TX 
sim sm | 
1<s+mé<l du dv j=s+m 


s l #(2 4) s-}- ‘4 vl2 A HI) 
US D) 1 (SE —)}ree 


k k 
LH, 11 \ke0 4 (2Rk)! Jo i=str \kmO 4 (2k +1)! 
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ct on change l'ordre de sommation, il vient 


f(x... w.) — 


i sim 


1 ] Ï , 

== f(x, “)+Y A A (x, ü, uw) x 
_Slm! 
3--1 PTT ou 9 
ul? pan sm ! (2 seu 

LS nr) (+ 

beton 1-1 V0 «' (2)! J'isstr Vaso À (2k +1)! 

> 


+ h'6, sur ©. 


On transforme la Jdemi-somme des valeurs de / par la formule (1.2) 
du & 7.1: 
i 23 


f(x. w.. w.) = f(x nu, n°) + > jp = _ fx ut) + 
® X At X * 1 | 2j : 
fe 4 (2511 dx 


ART dé? ON | 
+ ÿ D —— ) T7 (v. 11, 1 ) X 


p=0 4 (2?) ! dx ? 1<stm<)j one ou Ov 
UE és fé A 
{ ‘ r 
,.: ASE (Sr —))l +0. 
I, lim 1 Vk=0 ni (24)! Jsspr \a=o 4 (28 + 1)! 


2 | 
a est juste sur le réseau &w, tout cnticr. On range les termes 
dans l'ordre de croissance des puissances de # et on porte dans (6.15) 
compte tenu de (6.16). On a 


—w,, + f(x a, à.) = — 7 + fx un) + 
| | r ; 2 Fre) 
EN hd — - f(x uw) — 2 DIN 
J 6. 5 > (2k+2)! 
de? s |-m 
+ OR | ÿ ERA (x, 1, u') | x 
0. 4 D} jar | \pesicess 7 Did 


fe y? a m-|s le ALIE 
: Te Là : 
à L fl EE 7) | [1 (È ie + À"6:, 
tee tte me ip $=1 V2 " (2k)1 J'iespi \e=0 4 (2k +1)! 
1,>i 


[A |<ce Vxe «,. 
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On note qu'étant donné 7, = #, le terme — v4 + f(x. w, ur) 


s’annulc. En vertu de (6.12), tous les termes en #°?, j — 1, …, /. 
se réduisent mutuellement. Aussi 


— w, + /, (x, w.. w.) = k'Og Sur w,. (6.18) 

Ici 0,4(x) désigne une fonction discrète uniformémemt bornce cn 
valeur absolue par une constante indépendante de x: 

10 (x)1< Vre 0. (6.19) 


Il y a lieu d'observer que les conditions aux limites homogènes 
(6.13) et la définition (6.14) de w entraînent la validité des égalités 
# (0) = #*(0) = 9 et w(1) = w" (1) = #,, si bien qu'on utilise la 
propriété de monotonie forte (6.8), où l’on pose # (x) — 4" (x) et 
v (x) — w(x). On a en raison de (6.6) et (6.18): 


— h' Ÿ 6, (x) (4 (4) — w(x))4>zc » (ui (x) — wy (x))° 4. (6.20) 
*EO} *:E€ Gp 


Comme #* (0) — w (0) = 0 ct #* (1) — w(1) = 0, on utilise l’analo- 
gue aux différences de l’estimation de l’immersion de #3 (0, 1) dans 
C[0, 1] (voir [411): 


max | uw" (x) — w (x) | Le | Ÿ, (ei (x) — w3 (x))° : (6.21) 


*EG) 2 1E Oh 
I1 résulte de plus de (6.19) 
ÿ 8, (xl 56" (x) — a (x) 4 <c; max|ut (x) — w (x)]: (6. 22) 
1€ Oh 


1E= Oh 


On réunit (6.20) et (6.21): 


4c; (ue | 1° (x) — w (x) | | < CJ} Max | ne (x) — 2 (x)|: 
1€ On 1€ Oh 


La division par max | 2° (x) — w (x) | donne 


max | #° (x) — w (x) | ER he 
1€ On 4 C1 


Ainsi, avec la notation 
f(x) = (a (x) — 0 (x) A7, x € ©), 


on a pour cette fonction discrète 


max [n° (x) | se, 
* Oh Ac; 
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inégalité qui coïncide avec la majoration (6.11) à condition de poser 


C 
Ca = —: 
40; 


Le théorème 6.2 se trouve démontré. 


Voici un exemple qui utilise le développement du théorème 6.2. 
Soit 2 = [(r— 1)/2]. On construit pour / + 1 entiers N, = &N, 
kR= 1,..,/+1.1les réseaux &,, de pas À, — LIR, où h — 1/N, 
et on cherche les solutions des problèmes aux différences (6.6), 
(6.7). Comme il y a unicité, des algorithmes de recherche différents 
fournissent une même solution. On trouve dans [119] de nombreux 
ACTE itératifs pour les systèmes non linéaires de la forme (6.6), 
(6.7). 

Toutes les solutions #* sont définies sur le réscau &, de pas 4. 
On additionne leurs valeurs nodales avec les poids 


‘ass 22142 
VW —= 2 EE e 6.23 
de U—R+DI(+R+ IH) 2) 
La solution corrigée s'écrit 
11 - 
U = Jul”  SUT à. (6.24) 


THÉORÈME 6.3. On cst dans les hypothèses du théorème 6.2. 
La solution corrigée (6.24) admet l'estimation 


max|U(x)— u(x)l< ch”, 
:€ ©} 


la constante cQ élant indépendante de k et k. 


La démonstration est calquée sur celle du théorème 4.6, et 


+1 pee 
CE =' 20 EE — — 
: DOPETE RITES] 


Le gain en précision est illustré par l'exemple numérique suivant. 
Soit le problème 


COS , ‘ LE : — , 
u"=cos (u"+4u)+16c cos (4 x + 1). xe(0. 1), (6.25) 
uw (0) = |, u(l)=1+eT. 
Il a pour solution exacte (et unique) la fonction 


de (x) == CT + à. 
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On a construit pour un jeu de NV, entiers les réseaux ©, ct 


Le L h Li] e Lé 
calculé les solutions #° des problèmes aux différences (6.6). (6.7). 
, à. ee ve Re 
On a cherché # ‘ par itérations, si bien qu'on a abouti à &' dis- 
| k ee : h, à, 
tincte de #°. On a utilisé, pour éliminer l'erreur v'—#", un 


10°* 
10 
978 


10°" 


10 15 20 30 45 60 390 155 180 W 


Fig. 3.4. Erreurs maxima sur les solutions approchées 
du problème (6.25) 


1 — erreur sur la solution aux diffcreuces du problème (6.6), (8.7): 

2 — crreur sur la slution extrapolée sur deux réseaux pour le rapport de 

pas 1:2:.53 — erreur sur la solution extranolée sur trois réseaux pour le 
rapport de pas 1:2:3. 


PRE RS D . . . De: 5. = —]2 . 
procédé itératif qui garantit une précision supérieure à 107%, i.e. 
h C 7 
Lo" (x) — #1 (xl < 107" Vreo,. 
À cet cffet. on a calculé l'erreur maximum 


l 
£ (N,) = max Lu (x) — 14 (x)| 
*E Ga, 


dont le graphe cst représenté sur la fig. 3.4. On a construit enfin 
cs solutions améliorées (6.24) en cxtrapolant sur deux ou trois 
solutions pour le rapport de pas 1:2 ct 1:2:3 respectivement. 
La fig. 3.4 donne la dép:ndance des erreurs sur les solutions amélio- 
rées (6.24) par rapport au nombre total de points d'extrapolation. 


CHAPITRE 4 


É QUATIONS DU TYPE ELLIPTIQUE 


Les équations du type elliptique avec les conditions aux limites 
correspondantes forment la plus vaste classe de problèmes de la 
physique mathématique. Elles interviennent dans beaucoup d’ap- 
plications ayant un intérêt pratique direct et dans la réduction tem- 
porclle des problèmes paraboliques et hyperboliques. On conçoit 
que les problèmes liés aux opérateurs clliptiques ont à nos yeux 
une importance particulière. Il n’est pas dans nos intentions d'insis- 
ter sur les résultats connus ayant trait à la position des problèmes 
elliptiques et à la façon dont les propriétés de leurs solutions dé- 
pendent de celles des entrées. Nous renvoyons pour ces résultats 
aux ouvrages cités dans la Bibliographie :# fine. Nous voulons don- 
ner le strict nécessaire sur le plan théorique tout en centrant notre 
attention sur divers procédés de raffinement des solutions aux 
différences. En plus des problèmes linéaires, nous étudicrons un 
problème non linéaire avec les conditions de possibilité. On a décidé 
d'utiliser des cas relativement simples pour mettre en lumière les 
movens de raffinement ct familiariser le lecteur avec les procédés 
de justification des algorithmes (et on a choisi en conséquence le 
problème non linéaire ct le problème de diffraction). Ces idées se 
généralisent visiblement à une classe plus vaste de problèmes, mais 
cela nous entraînerait hors du cadre que nous nous sommes fixé. 


4.1. Positions des problèmes différentiels étudies 
Soit R° l’espace eunclidien de dimension 2 de point générique x =: 
= (x, x) = (x. v) muni de la distance 
[x —x" {= (us — 2) + (re — 9), 
Q un doinaine borné connexe strictement lipschitzien (voir [26)) 
de frontière l. On étudicra tout le long du chapitre l'équation 
ô ou ) on 
Lu= ——p——— ph + qu ;-- sur  {), 1.1 
Ôx, P ox CEA p 0x; ° f Len 
avec les coefficients vérifiant les conditions 


p>c -0, g>0 sur A. (1.2) 
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Quant aux conditions aux limites, nous considérerons le problème 
de Dirichlet 


(x) — o(x) vxe/l. (1.3) 
Soit æe(0, 1). On introduit la notation 


<U>Q —= Sup LRDORR ALAN . 
x,x'en x —-x’|" 


Les classes de régularité ci-dessous sont définies conformément à 
[26]. 

C# (G), espace de Banach des fonctions continues dans qui 
possèdent dans {2 des dérivées continues jusqu’à l’ordre / inclus telles 


que la quantité 
gt: 1 & 
> ox" cn) 
k,+k=I 1 a" 


ent 1 
sup 
Q 


14 = 
] (Lite Pret 
k, > 0 étant des entiers, soit finie; 

C'+* (Q), ensemble des fonctions de C'**{(à’) pour tout A°'cQ 
strictement intérieur (i.e. tel que la distance entre Q° et F soit 
positive); 

L, (Q), espace de Banach des fonctions mesurables de carré 
sommable dans (au sens de Lebesgue. On note || ||, 4, = [(e dx) ; 


re 

W2 (Q), espace de Banach de toutes les fonctions # e L,(Q) ayant 
des dérivées généralisées gt u/Ox;' 0x, 0 < k, + À, < l, de carré 
sommable sur Q. Les dérivées généralisées sont comprises au sens 
classique (par exemple, comme dans [34], 11351). La normc est 
gt u | |” 


Îl4co . | TH a MX 
2 D lotte 0x; ox$ 


W: (0), sous-espace de W: (Q) qui est la fermeture pour la 
norme IL: ls (O) de toutes les fonctions indéfiniment dérivables à 


définie par l’égalité || # 


support dans Q. 
I ya des fois intérêt à munir W1(Q) d’une norme définie 


ef] El (a) 


Les normes || «|| ct [u| sont équivalentes (voir [34)). 


12} (Q) 

Une courbe K est dite de classe C*** (resp. C*) si l’on trouve un 
nombre 4, > 0 tel qu'on introduise au voisinage de chaque point 
X,€ÂÀ les coordonnées cartésiennes (1,. 1.) de centre x, dans lesquelles 
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les points de la frontière sont décrits par l’équation 1: = g(y,), la 
fonction g(y:) étant de classe C**® [a, b] (resp. (* [a, b])}, avec 
[a, b] obtenu par projection de l’ensemble {xe K° [x —x,| < 4} sur 
la droite y, — 0. 

On donne (sans démonstration) le résultat de possibilité du pro- 
blème (1.1) à (1.3). 


THÉORÈME 1.1 (voir [26)). On suppose que les coefficients du 
problème (1.1) à (1.3) 


peC'T'+e (à), g, feC'T* (à), (1.4) 


avec l>O un entier el xe(0, 1). 1! existe une solution unique 
neCT#3 (Q),. 


Si l’on ajoute aux hypothèses du théorème la régularité de la 
frontière et des valeurs limites, on garantit la régularité « jusqu’à 
la frontière » de la solution. 


THÉORÈME 1.2 (voir [26]). On suppose que les coefficients du 
problème (1.1) à (1.3) satisfont aux conditions (1.4) ef que 


lECrr, peCF# (D). 
On a ue C++ (G). 


Le problème (1.1) à (1.3) a été formulé en termes d'opérateurs. 
On en donne un énoncé (intégral) faible. On appelle solution généra- 
lisée (voir [26]) du problème (1.1) avec la condition aux limites (1.3) 
homogène (i.e. © = 0) une fonction we W1(Q) vérifiant l'identité 
intégrale 

du dv du dv 
po Hp + quo]dx = dx VreW1(Q). (1.5) 
Q Q 


0%1 0% OXxe OXe 
Si le coefficient p admet des dérivées généralisées du premier 


ordre et #eW2(Q), l'identité (1.5) découle de l’équation (1.1), et 
vice versa. Voici un critère de possibilité du problème (1.5). 


TRÉORÈME 1.3 (voir [26]). On suppose que les coefficients p, 
q de l'équation (1.5) sont des fonctions mesurables bornées sur Q telles 
qu'on ait (1.2). Il existe pour toute fonction f de norme ||f Ia 
bornée une solution généralis ée unique du problème (1.5). 


On démontre dans certains cas une régularité plus grande. 


THÉORÈME 1.4. On suppose que les coefficients du problème (1.5) 
vérifient les conditions du théorème 1.3, que 


9? 


< Co < ©, 1 — ] 
dx; 


L 2: 
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etque,ou bien {2est l’un des domaines suivants: un disque, une couronnc 
circulaire, ui rectangle, un triangle, ou bien 1l le devient par nne 
transformation régulière de classe pee (Q). Le problème admet une 
solution unique de classe W£ (Q). 


DÉMONSTRATION. S'agissant du disque, de la couronne circulaire, 
du rectangle et des domaines qui les deviennent par des transforma- 
tions, l'affirmation est donnée par [26]. Soit Q un triangle ouvert. 
On se place dans le cas 


— Av=/f dans 9, 
v == Ü sur LR 


(1.6) 


On complète (2 par son symétrique par rapport au plus grand côté 
et on adjoint les points de ce côté. il vient un quadrilatère convexe 
de frontière F. On prolonge la fonction f de façon antisymétrique 
au triangle symétrique de Q ct on la prolonge par zéro à l'axe de 
symétrie, il vient le problème 


— Aÿ=/f dans Q. 
2—0 sur l'. 


(1.7) 


Le quadrilatère convexe ( se ramène par unc transformation ré- 
gulière bilinéaire à un rectangle, et la fonction prolongée f est dans 
L, (Q), si bien que le problème (1.7) admet une soluticn unique 
v e IVÈ (0). On démontre que v vérifie sur Q le problème (1. 6). En 
effet, à vérifie presque partout dans Q l'équation —- As = /f et 
v eWi(Q). De plus, les valeurs dev sont antisymétriques par rapport 
à l'axe de symétrie introduit. ce qui fait que v s’annule sur le plus 
grand côté du triangle (2. Cette fonction est également nulle sur les 
deux autres côtés de Q (par suite de la condition aux limites homo- 
gène (1.7)). Ainsi, la solution trouvée de (1.6) est bien unique. 

Les raisonnements suivants basés sur la transformation de varia- 
bles répètent mot pour mot ceux de [26]. 


4.2. Méthodes par différences finies pour le problème 
de Dirichlet dans un domaine de frontière régulière 


Les méthodes par différences finies de ce paragraphe fonctionnent 
pour une classe assez vaste d'équations quasi linéaires ct d'équations 
à plusieurs variables encore que la démonstration des grands théo- 
rèmes et l'obtention des autres résultats deviennent trop laborieuses. 
On se limitera donc à des problèmes aux limites simples pour des 
équations du type elliptique, ce qui permettra de s’appesantir sur 
les idées des procedés de raffinement des solutions approchées. 
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Ce paragraphe est consacré au problème de Dirichlet pour l’équa- 
tion de Poisson en dimension deux 


— Au—/f dans A, (2.1) 
== © sur fl. (2.2) 
On suppose qu'on est dans les hypothèses du théorème 1.2 pour 
[ > 2 entier et un certain « de l'intervalle (0, 1). 
4.2.1. Approximation de la condition aux limites 


L'idée de base de ce numéro est justifiée dans (91. 
On discrétise le problème posé en supposant que le domaine Q 


est inclus dans le carré {— b < x < b, — b < y < b} quon 
recouvre d’un réseau carré de pas À — b/N formé par les lignes x, — 
= 1h, y, = jh, avec à, ÿj = — N..... N. Les points d'intersection 


de ces droites s'appellent les #œuds. 
Un nœud x = (x,. v,) est dit tnté- y 
rieur Si xXEQ. On désigne par Q, l’en- 
semble des nœuds intérieurs. Chaque 
fois qu'une ligne du réseau traverse 
Q, elle traverse F, et son intersection 
avec le domaine contient plusicurs 
intervalles (car l'eC‘*®). Selon que la 
ligne concernée est parallèle à l’axe 
Ox ou à l’axe Oy, les extrémités de 
ces intervalles constituent des nœuds 
frontières dans la direction x ou y. On 
note que le point À de la fig. 4.1 est 
un nœud frontière dans la direction x 
bien qu’il soit sur une ligne parallèle 

à l'axe Oy. On appelle F,,, et F,,, Fig. 4.1. Nœud frontière dans la 
les ensembles des nœuds frontières direction x 

dans la direction x et dans la direc- 

tion y respectivement. On notera F, la réunion de ces ensembles, 
i.e. l’ensemble des nœuds frontières. Un nœud intérieur cest dit 
régulier si. chaque fois que À le contient. elle contient quatre seg- 
ments fermés des lignes du réseau. qui le réunissent à quatre nœuds 
le plus proches de Q@, . On note (4 l’ensemble des nœuds réguliers. 
Les autres nœuds intérieurs sont dits trréguliers. Ils forment l'en- 
semble Q}. 


On fait correspondre à chaque nœud régulier une équation aux 
différences usuelle à cinq points 


— 13 — Us = sur (Q, (2.3) 


192 ÉQUATIONS DU TYPE ELLIPTIQUE [CHT. 4 


qui donne pour #eC'#**?(Q) l'erreur d'’approximation 


Sn en ou 


ce 
UI0 


l 
| 2 | 2 9° +? 1 L gt? 1 4 2 ta o (2 ñ 
27 (24 + 24 +2)l ox" +2 ay" te (2142)! L° . 
où 
| ô, (x) | < Il 1 [4 2445) VxE QE: 


On note que les cocfficients des puissances paires de # sont indé- 
pendants de k et constituent des fonctions régulières sur Q. Les 
résultats du $ 1.2 autorisent donc à croire que ces termes de l'erreur 
d'approximation interviennent de même façon dans l'erreur sur la 
solution. S'agissant des équations associées aux nœuds irréguliers, 
on se heurte toutefois à une difficulté. Le fait est que les équations 
usuelles à cinq points basées sur des nœuds irrégulièrement espacés 
ne donnent pas lieu à l'erreur d’approximation requise, si bien qu'on 
les remplace par des équations discrètes provenant de la formule 
d'interpolation de Lagrange. 

Soit, par exemple, sur l’axe Of le point 8h à droite de l’origine 
ct x points équidistants —h, —2h. .…,—nh à gauche. L'interpo- 
lation par Lagrange à partir des valeurs Y(£) en ces points fournit 
la formule 


DO) = DNS (AR) 


_ ki(n —k)! 8 +k 


+0 Gh) + R(O), (2.5) 


o+k 
avec le reste 
" 5 d'+lq(r) 
R(0ÿI<hn"*"—— max 2.6 
DIR n + liet-ni,81| dd”?! C8) 


On introduit les notations suivantes: ]3 est 


13 ® (0) — S — eee L(— ER) (2.7) 


_—_ RI (n — kI (n — #1) ô +k 


et 25 le nombre 


4.2] MÉTHODES PAR DIFFÉRENCES FINIES 193 


Puisque la quantité 


B(=N 11 5 
(8) reine 


k=1 


tend de façon monotone vers 0 avec & > 0, il existe 5, tel que 
l 
B(5) < — Vo< à,. 
Cie ; (2.8) 


On applique la formule d’interpolation obtenue à chaque x e Q; 
en prenant l’axe Of parallèle à l’un des axes de coordonnées et en 
choisissant comme origine le point x. Le nœud x est bien irrégulier : 
parmi les quatre nœuds le plus proches de x, il existe au moins un 
scul nœud frontière 6, dont la distance à x est inférieure à #. On 
dirige l’axe Of de x vers ë, et on pose 84 égale à la distance de x 
à &6,. On prend le pas 


k = h ([N,1 + 1). (2.9) 
L'équation correspondant au cas irrégulier s'écrit 
(x) = Bu (x) +9 (6). xe Qÿ, (2.10) 


chaque point x vérifiant la condition (2.8). 

On note que le segment 
[— nh, 5h] de l'axe Of est 
supposé dans la fermeture 
Q du domaine, ce qui est 
nécessairement vérifié pour 
h suffisamment petit. En 
effet. on fait l'hypothèse 
qu'un seul des segments 
joignant x = (x, v) et 
(x + 4, y) n'appartient 
pas à Q. Si la frontière l' 
coupe deux fois l’axe O! 
de façon que les points 
d'intersection soient distants de moins de (# + 1)h, alors la courbure 
del'est de l’ordre de 1/k, ce qui contredit pour #0 l'hypothèse le C®. 
Voyons le cas de la fig. 4.2. Les axes Of et Ox ont même direction, 
et la frontière l coupe l'axe Of la deuxième fois au point p. 
On suppose qu'en coordonnées de l’axc Of et de l’axe Oo orthogonal 
parallèle à la direction de Oy et compté à partir du point x, la courbe 
entre pet &, est décrite par l’équation o = g({). On note 6 le point 
d’intersection de l’axe Oo et de I". On rappelle que [8—x|2> k. 
Selon un théorème de Lagrange, il existe entre x et 6, de l’axe O! 
un point /, tel que g"(4,)< — 1. Or, le segment [p, 6,] renferme par 


Fig. 4.2. Nœud irrégulier daus la direction x 
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Rolle un point #, tel que g'(f.) — 0. Le mème résultat de Lagrange 
fait conclure à l'existence d’un point £, séparant /, ct /, en lequel 
(1) — g° (4) — g° (4) 
S \fs re 4, 
Mais [e"(4)— sg) tete —21<{(s + 1) #4, si bien que 
" 1 
oo (/ a . 
| g" (/3)| (nu + 1)h 


On sc place maintenant dans le cas où la frontière coupe deux 
segments joignant, par exemple, les nœuds (x + k, y), (x, y + h). 
d’une part, ct x = (x, x), de l’autre. On fait prendre à l'axe Of la 


Fig. 4.3. Nœud irrégulier dans deux directions 


direction du nœud frontière le plus proche de x. Soit &, ce point 
(fig. 4.3). La démonstration est répétée mot pour mot. On note 
que (2.8) confère au système d'équations algébriques la propriété 
d'être diagonalement dominant. la domination étant stricte aux 
points irréguliers. Avec ce résultat, on démontre la stabilité du 
problème aux différences (2.3). (2.10), ce qui conduit à son tour au 


THÉORÈME 2.1 (voir [9]). Sos, dans le problème (2.1), (2.2). 
l'e CARPE. DE (2m+2+2 (D), fe (2r+à (à) 


pour mentier naturel et RE (O. 1). La solution n" dusvstème d'équa- 
lions aux différences (2.3), (2.10), n = 2m, admet la représentation 
= un + Ÿ, EP | is 7, Sur Q 

ml 
Ici u est la solution du problème (2.1), (2.2), les fonctions w, sont 


dans CFEBTX (QG) et indépendantes de h, et la fonction discrète 
r, est bornée en valeur absolue par une constante indépendante de h: 


. (2.11) 


[r,(x)l< Co vxe Q,. 
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5 


Les modalités d'emploi du développement (2.11) ne différent en 
principe pas du cas unidimensionnel, mais l’interpolation devient 
plus ardue ct on raffine de préférence avec les pas #. h/2, H/X, 
car cela évite d’interpoler au moins pour les nœuds de 0, 

L'approximation de la forme (2.10) présente deux i incon énivnts. 
Si l’on veut être dans la condition (2.8) pour # > 2, il faut prendre 


le pas h plusieurs fois plus grand que k. S'agissant de k faibles cela 
détériore sérieusement les propriétés d'approximation du polynôme 
de Lagrange (on voit augmenter la constante dans (2.6)), tandis que 
dans lc cas de # importants, certains points d'interpolation sortent 
de Q, si bien que |’ approximation (2.10) n’est plus utile. On atteint 
plusieurs premicrs ordres de précision moyennant d’autres appro- 
ximations des conditions aux limites qui utilisent l'informa- 
tion sur l'équation (2.1) même. On garantit, par exemple, unc 
solution extrapolée à l’ordre 3 en 4 avec l'approxim: us proposée 
dans [32], [128] ct étudiée de ce point de vuc dans [521. La précision 
en 44 cst réalisée par les équations de [7], [131], [571 [70]. On 
trouve dans{[11] une approximation quicenduit bien à une solution 
extrapolée en 45, mais qui est basé” sur des points très rapprochés. 
A la fin de ce paragraphe, on utilisera les nœuds irréguliers pour 
approcher l'équation de Poisson associée à un réseau de mailles non 
untforines. Les équations aux différences correspondantes sont 
basées sur des points plus serrés que ceux de (2.10). et elles présentent 
l'avantage d'intervenir dans le schéma de décomposition pour 
l'équation de la chaleur. D'autre part, les approximations de la 
forme (2.10) s'appliquent telles quelles aux équations à coefficients 
variables, tandis que les autres schémas se compliquent singulière- 
ment. 

Le probléme (2.3). (2.10) présente un autre défaut absent des 
schémas usucls à cinq points. C’est la non-symétrie de la matrice du 
système algébrique, qui rend inopérants plusieurs procédés de réso- 


lution efficaces. On évite cet inconvénient par passage au processus 
itératif 


k k 
— 0j — L'ge _ sur  Q,, (2.12) 


1” (x) = Sa (x Fré © (E.), e Q7. 


disons, avec la condition initiale nulle w°= 0. On résout à chaque 
pas un Système de matrice définie positive symétrique. On montre 
que l'erreur diminue de moitié d'une itération à l'autre. On pose 
sur Q, 
L k h 
D = —4, 


k k 
avec l'erreur sur la solution à, auquel cas 
}. k 
— hi; — Ds = 0 sur 9; 


he 


D Ep! sur Q7. 
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On note que les égalités (2.13) vérifient le principe du maximum. 


Aussi | 4*| atteint son maximum sur l'ensemble Q}. Soit x,e Qf ce 
point. On a 


max |® —|4"(x,)| = 1123" Ye ' (x). 
a, 


Par suite de la définition (2.7), on a la relation 

max|4*|< B(3)max| 4" "| 

a, ‘2, 
qui se ramène à 

max | L*| <— max [op "] 

0, 2 9, 
en vertu de (2.8). On note de plus qu'il ne faut pas chercher le 
plus exactement possible la solution de (2.12) pour chaque 4. 


Appliquons à ce système un procédé itératif. On doit arrêter les 
itérations dès que la composante de plus grand module du résidu 


E* relatif à la solution approchée &° du problème 

—— D3s — D; =— Î + pA sur Q;, 

DR) = 8 (x) +"), xe 
vérifie l'inégalité 
max |E"|< 27" max/|E9] = 27* max|/|. 

? Q! re 4 

h h h 
Avec l’approximation à" suffisamment voisine, ce nombre d’itéra- 
tions suffit pour trouver %*. 


4.2.2. Raffinement par différences d'ordre supérieur 


Nous allons décrire un procédé de raffinement de la solution 
approchée sur le réseau (, même. L'idée en appartient à Fox [86], 
et c'est Volkov qui a été le premier à le justificr pour des équations 
aux dérivées partielles [6]. 

Conformément à [9], on désigne par D?" ] ‘opérateur aux 
différences du calcul approché de la dérivée p-ième par rapport à 
x d’une fonction définie sur le réseau avec À constant de l’axe Ox. 
L'opérateur D!) est obtenu en dérivant # fois la formule d'inter- 
polation de Newton par différences d'ordre # inclus (voir [67]). 
On note que les opérateurs 


ñ) 


+1 2 A2 


D") _— Ÿ D'*: 2m +2) D") = ÿ 2 h?—2 D'-2m +2) (2 14) 
= GA | . 2x1 ? | 
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2m + À 


donnent les dérivées secondes avec une précision en pour 
toute fonction de C?”"*?+} (QG), par exemple 

— A — eg — Yes + DO D + DE D 4 RFA DS. (2.15) 
où 


[Us xl < cs |] Dl2m+e+à (a, 


à condition que tous les points utilisés par D" et D!" apparticn- 
nent à Ô. Pour qu'il en soit ainsi, on fait agir diverses modifications 
de D” et Df”? au voisinage de la frontière F et à une certaine 
distance d’elle. On se sert si possible des différences centrales seules. 
Si l'on introduit les opérateurs aux différences 


D f(x) = f(x) — f(x — h). 
N f(x) = f(x + 4) — f(x). 
D f(x) = f(x + 4/2) — f(x — h/2) 
et si l’on établit de façon récurrente que 
V'/= 9 (NN) 
(on obtient la même chose pour N° ct D". on a alors la liste sui- 
vante des opérateurs D!” disponibles : 
Im) N° NS Be, zr 87 Nei 
D 2 2 so 80 À | 


jm qi N°, N° 47 > 
1 = sf 00 | 90 LS RES 


Dr O 4 0° 

: 12 90 560 “ 
2 3 

jm) Ne NON ON , 6 

l ù F 12 90 560 © # 

Um) D nn (N° N° _ N° 47 > 

D: sf 90 90 5050 \ LL 
5 

DU Ses D Dr <e 


12 12 180 180 1680 
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Il y a licu de dire qu'avec # suffisamment petit ct #2 fini, on 
écrit pour un nœud régulier une modification de D!” ct DM telle 
que tous les nœuds utilisés soicnt dans Q. 

Soit. par exemple, le cas de la fig. 4.4. Le point (x. ) est régulier, 
si bien que la distance de (x, 3) ct du point frontière (x, n) cest supé- 
rieure à #. Si la distance séparant les nœuds frontières (0,, y) ct 
(0.. v) est plus petite que #4, il existe par Lagrange sur l'arc compris 
entre (0,. 1) ct (x, x) un 
point tel que la dérivée en 
ce point soit supérieure à 
l/# et sur l'arc d'extrémi- 
tés (02, v}, (x, n) un point 
en lequel la dérivée est in- 
éricure à — 1/11. On trouve 
selon le même théorème un 
point où la courbure est en 
Fig. 4.4. Position possible du nœud régulier () (2). Or, cela contredit 

(x, 1) l'hypothèse de # suffisam- 
ment petits. 

On énonce le problème aux différences 


h À , — on) À (on) À . au 
Mi gg — Lu IL 4 D, lt sur  {}} 


21 (x) _. a . (x) “. ji > E À. x : Qi, 


CITE 


, L : 2 a Q er 
Ses erreurs d'approximation sont en #4 pour 4e C7"+212 (G). 
Le problème de la stabilité reste cependant ouvert, et le schéma 
lee he EE PERS 
aboutit des fois à une précision mauvaise. 


On remplace donc ce schéma par une succession de problèmes 
aux différences 


sf Dot Da sur M, (2.16) 


of (x) F5 uv" /x): 28" LE À. x=(), (2.15) 


Hd 2 me le 


— te —— 2 
Uxx # 


On initialise avec l’approximation 2°= 0. Alors v! coincide évidem- 
ment avec la solution du problème (2.3), (2.10), et elle ne diffère de 
la solution du problème différentiel que par une quantité en 4. 
Les solutions suivantes 2° sont de plus en plus exactes. l’ordre de 
précision étant limité par la régularité seule des données du pro- 
blème différentiel. 


THÉORÈME 2.2 (voir [10]). On suppose que le problème (2.1), 
(2.2) remplit les conditions 


r € CREER 2 € C2"+r2rà ( D). fe C2" + (Q), 
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avec m>1etXe (0, 1). La solution v"*" du problème (2.16). (2.17) 
admet la rcprésentalien 


ve + [nf r, sur Q,. (2.18) 


[ci uw est la solulion du problème (2.1), (2.2) el r, une fonction 
discrèle boruéc: 


|" (X)I< ca Vxe (0). (2.19) 


La méthode (2.16), (2.17) se simplifie notablement si l’on rem- 
place (2.17) par la relation 


(x) = 18" 0 (x) + 28" s (E,), xeQNr. 
En cffct. le problème devient auto-adjoint pour toute fonction +. 
D'autre part, 2° n’approche plus # à l’ordre 4*. Cct artifice est 


néanmoins à recommander lorsqu'on fait des itérations pour g fixe. 
On en a d'ailleurs parlé au numéro précédent. 


4.2.3. Approximation à plusieurs points des dérivées 
secondes 


On va cxaminer plusieurs façons d'approcher les dérivées sccon- 
des, ct on sc propose d'élaborer des procédés qui garantissent une 
forme spéciale de l'erreur d’approximation pour les nœuds irrégu- 
licrs. 

Soit d (4) unc fonction de C"** [--1, 1], avec m 32, œ € (0, 1). 
On rappelle que si l’on utilise trois valeurs ct les points équidistants 
—h, 0, k, l'errcur d'approximation sur la dérivée scconde cst 

{im-2)/2] > L2k+2) 
by (0) — p” (0) — ha 297770) | pme np, (2.20 
dre — pt D PERS +0 (220) 
où 


: 
[O1 < 1 bomtar in. (2.21) 
mn! 


Nous voulons obtenir une erreur d’approximation de la même 
forme pour des points non régulièrement espacés. On sc donne, sur 
l'axe O!, n + 2 points 34,0, —}#, ..…., —nh, où Se(0, 4/3). On calcule 
ÿ(4) moyennant le polynôme d'’interpolation de Lagrange: 


p (A) — ÿ aux D (— 4h) + ons LS A) + r°, (2.22) 
kïO 
où 
k+I n — 
DIR [Le 
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Sim zn + 2. alors le reste cst évalué comme suit (voir [67 )): 


| * | < Lh— 5h] h(h + h)… (hi + nh) pan | qi"+2) | - 
(n +2)! [—1,1) 
n+2[1—8] max | 1(n+2) 
< h PER nl d |. (2.23) 


Sim < n +2, i.c. la fonction 4 cest insuffisamment régulière, le 
reste est unc quantité d'ordre supérieur. On démontre ce résultat. 
Soit le polynôme 


œ ({) —- Ÿœ de 


t=0 


Comme sa dérivée # + 2-ième est identiquement nulle, la relation 
(2.22) entraîne pour o(4) 
se) (4) == Ÿ, Un, 7? ( EE kh) =» Un,8 © (54). (2.24) 


À=0 
Revenons à la fonction 4%. Le développement de Tavlor implique 


n"+s] k |" } æ 


d (— 4) = > h' IN gt (0) + Ox. (2.25) 


_ m | 
k= — 1, 0, , fl, 
et 
| (i pa gmta 
Sh) = \V'k — 110 |). 
w(S) L re bp (0) + … 5 
avec 


max {1 0,/.1081} < [| Dllomtar ur 
1<1<n 


On pose les coefficients «, du polynôme @ égaux à (1) (0)/i!, auquel 
cas les développements (2.25) s’écrivent 


Ho (AN) DORE & 


mia çgm+ta 
D (84) = p (84) + AT 0. 
m | 


On les porte dans (2.22), il vient par suite de (2.24) 


te p"+a ht œ sta 


" 
LUE u 
ÿ A RQ + ns = —— O3 + r°. 


m ! 
k=1 
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D'où 
rl] < La Pr 1( IN Ale da so] | 
ke] 
Puisque 


Las] < (ù + 1)! pour k= 1, .…., un. Ô e (0,3) 


et 

durs EN + I 
on a 
: a+ m + 2” 2- 
r|< 1 lets TRUE EURE UE) RE 
On pose 


A ER CE CRU CRE TRE 2) 
d'où l'estimation 
[rlec"tr, mu < 1 + 2. (2.26) 


On chasse le reste 7} de (2.22), il vient la valeur approchée 


DU) — Vaux D (— AN) + ans Ÿ (8). (2.27) 


A=0 
On approche la dérivée seconde : 


dr (O)æ LU) = 20 (0) + Win 


h° 
= Ÿ, Lx d ( —— kh) + b,5 (5). (2.28) 
ke=O 
où 
. din — 2 OR 4 | An,k Ah,8 
bo je bu, SE et bu, se ra b,,s = 2 | 
k= 2, ..., nu. 
Cette dérivée satisfait aux égalités 
: D (a) — D (I u 
ge (0) — Dyg (0) — LPO a = 
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Aussi le développement (2.20) et les cstimations (2.21), (2.23), 
(2.26) conduisent à 


ar (©) — (0) + Ÿ 


CE | 


2h" 


(24 +2)! gt? (0)+ri. (2.29) 


avec 
E . 
S—=|— min {a — 1, mm — 2}|. 
PA 
le reste étant évalué comme suit : 


| r# | | Les si nn +2< mn, 
11 
Ch 


. Lm—2+a 
s/ 


(2.30) 


Si 1<m<n-t ll, 


où les constantes c,. € ne dépendent pas de # ct 56. 
Lorsque # = 1, 2. à, les cocfficients b,,4, jouissent de la pro- 
priété importante 


> ce > 0, (2.31) 


où la constante c, indépendante de # et 8 varie avec #. On démontre 
cette inégalité. 
Soit # == 1. auquel cas 


pe) 1 9 
b _" = . b SE —— , b nd nn ns = ” 
ET SG +lhx 119 SE M QE 5) x 


Le premier membre de (2.31) vaut 


2 2 

5h L + 5) k° | 

2 2 25H. 
a 

h£ (1 + À) 4° 


Comme $ € (0. 4/3), on a 


l 9 
25 + 5° 40 


V 


et on pusc c, == 9/40 pour # -- Ï. 
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Soit # — 2. Alors 


a ns 
S(S -+ 1) (S + 2) A° ô k° 
4 —9 — 
(1 + 5) 2 +5) # 


On se place dans le cas Se(0. 1]. Le dénominatcur dans le premier 
membre de (2.31) étant positif. on a 


3-5 4-23 1 a —. 
EEE EEE 
D 2 CN OO LA US 
EUTIDA  CLNE this © à 
ou 55428 +80 6 — 55 +25 
S(15— 5) 13 : 


L'expression 6 — 35 .; 25° atteint son minimum sur (0. 1] pour 
S=—= 1, si bien que 
6— 55 +285 à 
13 LT 
Suit maintenant le cas Se(l, 4/3]. On se rappelle la positivité du 
dénominateur du premier membre de (2.31) ct on obtient 


F5 422 1? SeS. der _ Jess 
Sn  (1+ jh (2+R)4 À 5 1+5 5 
2 4 —25 15 ee 4-25 1-5 
Re ea 2 - — 
k° (1 4 S)A (2+56)4° 1 + 6 3 
_9-55+3#-7 
17 Ô + 6 


Dans la dernière fraction, le numérateur est monotone décroissant 
ct le dénominateur est monotone croissant avec à tendant vers 0 
par valeurs positives. On pose 3 — 4/3 et on a donc 
9 — 55 + 35 — 5 145 l 
175 + 7 676 7 5° 
Ainsi, on réunit les deux cas ct on pose c, = 1/5 pour # = 2. 
Quelle cst la constante c, pour # == 3? On écrit les cocfficients 


03.3 ie SE n hs 0 ZE ——- 2(2— 8) 
S(1 + 5) (2 + 5) (3 + 0) 4° | ô h° 
D Te A PRE ee ER 
(1 + Ô) Z° (2 + 6) 4° (3 + S) 4° 
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Soit le cas 8€(0. 11. On calcule le premier membre de (2.31): 


2(2 — à) 7-58 4(1—5) 1—$ 
SH (1H AH (24 S)At (SHARE 
2 7-55  4(1—5) 1-5 dé 
— + + + 
h2 (1H 6) (2+5)% (3 + 5) 4? 
2(2—5) 7—55 4(1—5) 1 
- 5 OSEO 24 — 325 + 20 5 
_— 
7—S$  4(1— 5) I 68 5 + 1252 — 20 5 
Frs 3 


2 
bd l + 
On trouve par certaines transformations 
24 — 325 + 20 52 s 6 — RS + 8 51/3 
175 + 35° 


68 5 + 12 $ — 20 5 
Le numérateur de la dernière fraction décroîit monotonément sur 


(0, 11, tandis que le dénominateur cest monotonc croissant. On pose 


1 


= !. il vient 
6—85+85/3 
175 + 35° 30 
Soit enfin le cas Sel, 4/31. Le premier membre de (2.31) s'écrit 
2(2—5) 7—58 4 (1 — À) 15 
ô h2 TEE AT (3 + à) 
2, 7-58 4(1—5) 15 cé 
h? (1 + 5) (2+8)h? (3 + 5) k° 
2(2—5) 7—5 4 (1 —4/3) 1 — 4/3 4—55+3% 19 
5  1+5 3 4 5 (1 +5) 36 
> = 
PS Re PR LL PE 
1+5 3 4 1+5 36 
Le polynôme 4 — 55 + 35° croît sur (1, 4/3], si bicn qu'on évalue 
le numérateur par 
I 
1—-55+35 19. 2 1, 
5 (1 + à) 36 4 4 36 2 
LUE 
3 « 
127 


Quant au dénominateur, on a 
7 — 55 19 
2 — <+ — 
T7 + $ ui 36 2 36 
Ainsi, toute la fraction est bornée inféricurement par 18/127. On 
réunit les deux cas ct on a c, — 1/30 pour # — 3. On a calculé c. 
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d’une manière assez grossière car notre seul but a été d’en démontrer 
l'existence. 

La propriété (2.31) garantit, on le verra plus loin, la stabilité 
du schéma aux différences. On ne saurait choisir c, positive pour 
n>4 parce que le premier membre de (2.31) devient négatif pour 
certains 8e(0, 4/3]. 

On se propose d'obtenir une estimation de la forme (2.31) (qui 
garantira plus loin la stabilité du schéma aux différences). On effectue 
l’interpolation de pas À multiple de # (voir le début du paragraphe) : 
on pose k — ph, avec p entier naturel et on répète les raisonnements 
(2.22) à (2.27), il vient la formule 


}) se > Œn,k g ( —- kph) +- An,8 L (3h), (2.32) 
k 0 
où 
kyn (5) (p + D (2p + 1... (up +1 
a 


(&p + 1) (4p + S)k ln — k) 1” 
(b + D(2p + D... (mp+0) 
B(p + 8)(2p + 5) .… (np + 5) 


L'écart entre cette valeur approchée et la valeur exacte est la quan- 
tité 


(2.33) 
An,8 


A: D) — 4%) 
qui dépend de la relation entre #4 et #. Si m>n + 2, alors 


PA QU REAURcE. 1)(2p + 1)... (np + 1) max | gl"+2)] < 


(ss +- 2)! (—1,1) 
<h"'"?}" er max|: put, 
n +2 (—1) 


Sim<n+ l,ona 


xmta CRT (pie a 
Ir < 1 DE nr 


+ EE) bete (233 


Les égalités (2.33) entraînent 
[1 S)(m+i)t C|1—8l(n+ 0! 
Kp2kln — 4)! ?° 
Slannl< 1 + 1. 


An, | < 


k—1,...,1n, (2.35) 
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Donc 


k pis re 
[ral < = RACE RTE 


X [' ne En ARE SU a RP CS E 
1° | 
Etant donné que 8e(0, 4/3], on a la majoration 
| re | She on < 1 + |, (2.36) 


avec la constante rc; indépendante de p. 
On utilise (2.32) pour approcher la dérivée seconde: 


0) ++ Dd(— x) _ 


— dr — 2% 
War (0) =: PE 


np 
= ŸBus b(— ii) 4 Brad (84). (2.37) 


ér—0 
où 
Qn, 8 LIT 

Bi. $ = 6 Ba, (r je 
tn, | (æ À 1\/X" si P FE ! 

n, | l : Et ° (2.38) 
CR an NUE sit >. ph 
n,i ( Si 8 = 2, ... np: 1 ph. 


La telation (2.37) généralise la formule (2.28) pour p entier naturel. 
On choisit p de façon qu'on ait 


np 
— fn,0— Ÿ Br al 
k-1 


rT 6 (2.39) 
re + 2 | Bu, ! 


où la constante positive c. est indépendante de à € (0. 4/31. On y 
arrive nécessairement pour p suffisamment grand et # assez petit. 
En cffet, les estimations (2.35) et les égalités (2.38) impliquent pour 
h— 00 

2 1 

En o — — —, Br —. Ba +0 
h° h° 
FE ah 


On note que quand # -- 4 ou # = 5 (qui garantissent finalement la 
précision en #4"*? de la solution apprachée), on choisit p déterminés 
par (2.39) relativement faibles (p =: 2 où p — 3 respectivement). 
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Une fois p fixé, on utilise pour dy (0) —- db; (0) les estimations 
(2.34) ct (2.36). Il est clair que l'approximation (2.37) admet le 
développement (2.29) dont le reste cst évalué par (2.30). 

On construit le problème aux différences. On suppose que le 
domaine {2 est inclus dans le carré 
On couvre le carré d’un réscau carré de pas _ = LIN formé par les 
droites x, — 1h et 1, — jh, où 5, j = — N. …, N. Un nœud xeQ, 
est dit régulier dans la direction x si Q contient le segment d’ extrémi- 
tés (x — D. 4) ct (x + 4. y). On définit de même un nœud régulier 
dans la direction y. Tous les nœuds réguliers dans la direction x et 
tous les nœuds réguliers dans la direction 3 forment les ensembles 
respectifs Q°,, et Q, ,. On dit naturellement que 


D, — ANX,, 


constitue l'ensemble des nœuds trréguliers dans la direction x 
et que 


Qÿ pe (© ANS y 
est l’ensemble des nœuds irréguliers dans la direction v. Il existe 
évidemment entre ces ensembles ct Q%, Qf introduits plus 
haut les relations 
9, = Q, n Q; y, 0} dE HO. U A7 ,- 


h 


La dérivéc d°u/0x° nn approchée en chaque nœud (x, v)c0,,, 
par la différence seconde #?; (x. »). et elle l’est en chaque ie ve 0%, 
par les relations établies plus haut. On procède de même en ce qui 
concerne Od?1/0 1°. 

On choisit le nombre x caractéristique de l'ordre d’approxi- 
mation aux nœuds irréguliers. On suppose que le problème dif- 
férentiel vérifie les hypothèses du théorème 1.2 pour un entier 
[> 2et ae (0, 1). On pose # — l — 1. 

Soit xeQ ,. auquel cas on trouve dans la direction parallèle à 
l'axe Ox un point &,€ T,,, qui soit le plus proche de x. On confond 
l'origine de l'axe Of avec le point x. on dirige l’axe de x vois E, ct 
on utilise l’approximation (2.37) de la dérivée seconde d'u/d01* (x): 


Ur (x) = Jia x) + Ein © (ES). (2.40) 
où 
L 
Fr na Ÿe ÿ, Pusu(x ÆHih, v). HR S 
is 
à : |, — x | et on prend le signe plus ou le signe moins selon 


que les axes Of et Ox ont, oui ou non, même direction. 
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REMARQUE. Îl se peut que tous les points utilisés par l’opéra- 
teur /1 ne soient pas dans Q (fig. 4.5), si bien que l’approxima- 
tion (2.40) n’a pas de sens. Dans ce cas, on élimine de {, les points 
symbolisés par -X. Les points O deviennent irréguliers dans la 
direction y. La distance de ces points et de la frontière l'est su- 


Fig. 4.5. Changements effectués dans les 
domaines de discrétisation dans le cas 
où la position du nœud x est mauvaise 
X — points éliminés de f14; O — points devenus 
irréguliers dans la direction #. 


péricure à k. ct l'écart est cn k° par suite de la régularité de 1”. On 
comprend désormais pourquoi nous avons testé les propriétés (2.31), 
(2.39) non seulement pour Se(0, 1), mais encore pour à plus grands 
que un, à savoir Ôe(l, 4/3]. 


On traite de mème le cas xe Q,,,. La dérivée 0°4/03? est appro- 
chée par la dérivée aux différences #>; (x). Si xeQÿ ,, alors on 
trouve dans la direction parallèle à l'axe Oy un point n, € 14, , qui 
soit le plus proche de x. On compte l'axe Of à partir de x et on le 
dirige de x vers n,. L’approximation (2.37) de la dérivée seconde 
d'u/0y* s'écrit 


Gr (x) = Jia nu (x) + En ® (n,). (2.41) 
où 
np 
Ja L (x) — Ÿ CA s lt (x, 1 + 1h). P_: = Ba, k 
i=0 
® — |n, —-x|, ct on prend le signe plus ou le signe moins selon 


que la direction de l’axe Of est, oui ou non, celle de l’axe Oy. S'agis- 


sant de l'opérateur /?1 et de l’approximation (2.41), la remarque 
ci-dessus reste en vigucur. 
Ainsi, il correspond aux nœuds du réseau Q, quatre types d'ap- 
proximations de l'équation (2.1): 
— 13 (x) — nés (x) = / (x). (2.42) 
xe Q, : 


— Jia (x) — 15 (x) = (x) 4 fa (8). * (2.43) 

x On ©, 

— 143 (x) — Jia (x) = f(x) + 6 p (md. (2:44) 
xeQ,,,n XX: 

— Jin (x) — Jia (x) = (x) + Pia p (ES) + Pia (ns), (2-45) 
xeN,n 07, 
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On note que le nombre d’inconnues cst égal au nombre de points de 
l'ensemble Q, et qu'il s’agit d’un système algébrique linéaire de 
matrice carrée. On établit une estimation à priori pour en justifier 
la possibilité. 


LEMME 2.3. Soit u* solution du Ssysième (2.42) à (2.45), où 
o — 0 sur l,. On a l'estimation 


max | # | < EU+E ax {1 +  inax AE (2.46) 
0, 2 c: nf 2 c; ni 
DÉMONSTRATION. Soit le système 

—_ eg — D = sur (Q,, 
YU — sur QÿU l',. 


Le système vérifiant le principe du maximum admet une solution 
unique. et un théorème de comparaison a lieu (voir [41]). Ce théo- 
rèeme dit que si 


— DV — tes = g sur Q;. 
® >0 sur QU/F, 
alors l'inégalité 


|f(x)|< g(x) sur Q, 
implique 
|vh(x)|<v(x) sur ©, 
On pose 


v (x) — Le (2 b®—- x° — 1°) max | /]. 
4 nf 
Evidemment, v (x) > O0 sur Q, tout entier, y compris sur OÙ U RS 
En outre 


— Vgg (x) — Vs (x) = — Av (x) = max |/| 
©} 
car il n’y a pas d’erreur d’approximation. Aussi 
fI<e(@) sur Of. 
2 
| v (x) | < v (x) < 2 max |/| sur  (,. 


Le système 
— wi — &fg — 0 sur Q,,. 


at — ul sur UF, 
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possède également une solution unique. En identifiant w# et Ja 
fonction constante 


w (x) = max|#i| 
oi” 
on trouve l'inégalité 
[w#* (x) | < max |#w#| 
LE a 


juste pour xe (,. 
Quel que soit u* fixé, la solution du système d'équations 
k h . r 
— Le — tes = sur Q,, 
2 — uw sur QYUPF, 
est unique, si bien que 5* — u# sur Qj car il vérifie lui aussi ce 
système. Vu que 2 = vh -{ «4, on a les estimations 


ut (x) | = 24 (2) 1< Lot (m1 4 [ot (| < 


< max | #*| + 2° max | /| Vxelr,. (2.47) 
sr 2 7 
Q} Q; 


Soit x qui réalise 
max ||. 
oÿ 


Cela peut être, par exemple, le point 
x = (x. YeQ ,nQ,. 


On récrit (2.43) en recourant à la définition (2.40): 


+ —8% 0) nà (%. ÿ)— ui (&. > +4) — +" (x 51h) — 


np 
— Vi Bis ut (6 54, 5) = f(x. 5). (2.48) 


Ici # = /— 1 et le signe de x + 14 est sans importance. On a pour 
les nœuds xe Q} l'inégalité 


Lu (x) | < Jui (x) |, 
et (2.47) implique pour xe {); 


[uk (x) | < [ut (x) | + max VAE (2.49) 
? œ 
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On estime donc que (2.49) est vérifiée par chaque x de Q,. On se 
sert de cette inégalité pour évaluer les termes de (2.48): 


— gi, [ju (x)] < 


«(2 + S'|8: 1] ( u" (x) | f- + dr | / \ Fe D | f|. (2.50) 


i=1 h 


L'inégalité (2.39) donne B,, o< 0, si bien que le premier facteur dans 
(2.50) vaut 


+ [Bol : 


Le premier facteur du second membre est positif. On divise par ce 
facteur et on effectue des transformations simples, 1} vient 


he 


2 
rs + | B,. 0 . L b? h° 
[ul (x)[< Tux) | EF — max] /] + — max]/]. 
np 2 r > & : 
2 a x fn, 9, 
Do 
Cr 


On porte | u* (x) | dans le premier membre ct on utilise (2.39). On 
obtient 
a b° h° 
cglut (M)|< — max || + — max |/|. (2.51) 
PA 1e A ee (p} 
Si 
On Oo.. 

des calculs analogues donnent (2.51). On divise membre à membre 
par C.: 


ju (x) | < la LIL Poe 2111 (2.52) 


Le dernier cas à étudier cest 
xeDN,nQ, 
Il lui correspond non la relation (2.48). mais l'égalité 


np 


ou Bs,0 — Be. o) ui (x. y) — —Y Ba. LU X Hi. ÿ) — 


LA | 


Ye; (GR. 5 + jh) — (F5). 


jm 
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Ici B,,; sont les coefficients de l'opérateur /,. 85, ceux de 5, et les 
signes dans x + thet y + jh n’influent aucunement sur les calculs. 


Avec l'inégalité (2.49), on a 
— Bio — Biol | #* (x) | < 


<{S LPRIR ÿ B} ; IL ui (x\ | + Fe + LES PARCS) 


La majoration implique pour B,,0o et B,,0 
Bo < 0, 0 < 0; 


aussi le premier facteur dans le premier membre de (2.53) est égal à 


| Bi ol + | 87 o| 


On ajoute au premier membre 
4 =: 
— [nu (x 
h° | | 
et au second membre 
4 2 b° 
se { (5) | + — max 1/1). 
h1 2 r 
0; 
et on divise par 


Diéiil+ DiBrsl+ 


il vient 


np np 
Ie -Y Ba, ; + 7, 0 -Ÿ Br, ; 
SERRE ES [uk (x) | < 


Es +— 7 + À 


= h® 
< #4 (x)] + 2 max |/| + — max | /|. 
A [eh À oi” 


h 
Etant donné (2.39), les quantités 


- Bi = ++ Re 
DH 


=1Bol— VIB;l, Be ++ 


(2.54) 
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vérifient les inégalités 


a/B1 > C3. L2lPa > Cg. 
d'où 
&y -F 
His, (2.55) 
B+B 


La dernière estimation permct de déduire de (2.54) 


c. | # (x) < À max]f] + Æ max|/|. 
2 a’ 4 air 
h h 


On remplace le dernier terme par son majorant et on divise par 
c., ce qui redonne (2.52). 


Les deux estimations (2.52) ct (2.49) fournissent (2.46). Le lemme 
2.3 se trouve démontré. 


S'agissant du système homogène associé au problème aux dif- 
férences (2.42) à (2.45), l'estimation (2.46) conduit de façon clas- 
sique à l'existence et à l’unicité pour toute f et toute ® continues. 

On construit la solution corrigée à partir de plusieurs solutions 
relatives à X différents. On pose s — [//2]. On énonce pour chaque 
réseau (),x de pas k/k, kR— 1, .…, s + 1, le problème (2.42) à 
(2.45) ct on en cherche la solution. Toutes les solutions ##/# sont 
définies sur Q, . On forme la combinaison linéaire 

s+1 2 (— 1 tt g2s 2 


CD = Dern M), xe0,, (2.56 
—] 


et on établit son ordre de précision. 


THÉORÈME 2.4. On suppose que les conditions du théorème 1.2 
out lieu pour le problème (2.1), (2.2) et que l>2, xe (0, 1). La solu- 
lion corrigée (2.56) est évaluée par 


max [UŸ— ul <c ht. (2.57) 
O, 


DÉMONSTRATION. On vérifie la validité des conditions du théo- 
rème 2.2, du chapitre premicr sans oublier la remarque faite fin $ 1.2. 
On pose 


M,(Q) = C‘**(à), 
P, () €" +24 (à), 
N,(D) = CS (D). 
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La condition A du $ 1.2 découle alors du théorème 1.2 de ce chapitre. 
On pose. pour le problème discret (2.3) du $ 1.2, 6, — Q, U |,, 
QG, — Q,. D, = F,. ct on prend pour normes 
|| 4 I; — maxl|u|, [L Il x = max | #|+ Amax|"|. 
” 0, À h 0ÿ 


La condition B” coïncide avec l'estimation à priori du lemme 2.3. 
Le développement de l'erreur d’approximation en série suivant les 
puissances paires de h résulte du procédé de construction du schéma 
aux différences. si bien que la condition D est vérifiée avec la cons- 
tante B — «. ct la condition aux limites est approchée exactement, 
i.e. 2,4 — lu sur V,. On utilise maintenant Ile théorème 3.2, $ 1.3. 
La condition (3.15) cest remplie avec la constante 4, — 1/s. Ce théo- 
rème implique (2.57), c.q.f.d. 

On note que le système (2.42) à (2.45) est à matrice non symé- 
trique, ce qui restreint la classe correspondante de méthodes de 
résolution. On emploie cependant la technique décrite fin du 
no 4.2.1 qui ramène le système à une suite de problèmes algébriques de 
matrices symétriques. Le critère d'arrêt des procédés itératifs utilise 
largement l'inégalité (2.46) qui permet d'apprécier l'erreur sur une 
approximation de la solution du système (2.42) à (2.45) au vu du 
résidu. 


4.3. Problème de Dirichlet dans un rectangle 
Il est connu que la régularité de la solution est d'ordinaire 
détériorée au voisinage des points anguleux, ce qui empêche en 
général de raffincr les solutions approchées. La perte de régularité 
n’a cependant pas lieu si les entrécs du problème vérifient certaines 
conditions de concordance, cas que nous allons considérer. 
Soit l'équation 
— Au + au = f, (3.1) 
avec a non négative de Q GC R* qui cest le rectangle 
Q = {(x,. x): 0 < vx, < db; 0 < x, < be}. 
On suppose les cocfficients de (3.1) tels que 
a, feC*TS (à), æe(0, 1). (3.2) 
On demande unc solution satisfaisant à la condition aux limites 
homogène 
uw 0 sur F, (3.3) 


[ étant la frontière de A. 
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On note que le problème posé admet une solution dans C°*° (Q), 
mais une régularité insuffisante de la frontière (en cffet, l'eC”, 
-€ (0, 1)) ne nous permet pas de parler d’une solution de classe 
CT (Q), voire C*T* (Q). Il suffit néanmoins d'exiger que le 
second membre remplisse certaines conditions de concordance pour 
que la solution apparticnne nécessairement à des classes de régula- 
rité supéricurc. 


LEMME 3.1. Soi!. daus le problème (3.1) à (3.3), 
a, feC'*® (ü), f{x) == 0 (3.4) 


dans chaque angle du rectangle. Alors ueC*** (G). 
DÉMONSTRATION. On a l'eC”, si bien qu'on conclut conformément 
à [26] à l'appartenance de la solution à C* (QG). On porte le terme 
au dans le second membre ct on pose le problème 
— Ay == f—au dans A, (3.5) 
Ÿ = 0 sur RE 


La fonction / — au est dans C* (QG), et il y a existence et unicité 
de la solution v. Aussi v = #. Mais le problème (3.5) vérifie les 
conditions de concordance qui impliquent selon [81. [51] l’appar- 
tenance de la solution à C*** (G): la différence /(x) —a{x) #(x) 
cst nulle en chaque sommet du rectangle parce que /(x) s’y annule en 
vertu de (3.4) ct #{(x) l’est par suite de la condition aux limites (3.3). 
Aussi #eC**® (G). ct, partant, le second membre de l'équation (3.5) 
est de classe C'T* (G). La condition de concordance étant remplie 
entraîne (voir [8], [511) pour ce second membre la propriété de la 
solution d’être dans C°**® (à), i.e. on a le résultat du lemme. 


Avec une deuxième condition de concordance, on garantit une 
régularité plus grande. 


LEADME 5.2. On suppose que le second membre de l'équation du 
problème (3.1) à (3.3) vérifie les conditions de concordance 


JE) = 0, 0 — (0) = 0 (3.6) 


dans chaque angle du rectangle. Alors ueC°** (QG). 


DÉMONSTRATION. Il est déjà apparu que #eC°*T* (G) (lemme 
3.1). Soit le problème (3.5). Avec les hypothèses du lemme 3.2, 
le second membre est dans C***(G). Pour qu'il en découle veC°*"(à), 
11 suffit d'exiger (voir [8], [51]) que la condition de concordance 


(f — uu) — 0 


e 


n° PE 
Er ve at) — 
0x1 fi ) 0x3 


216 ÉQUATIONS DU TYPE ELLIPTIQUE [CH. 4 


ait lieu dans chaque sommet du rectangle. Cette condition équivaut 
par suite de l’hypothèse du lemme à l'égalité 


73 D 
at) = 0. 
PE ) 


Lu (au) — 
dx1 


Comme les dérivées secondes de aw sont continues sur Q, on les cal- 
cule sur les côtés du rectangle. Or au = 0 sur l'en vertu de la condi- 
tion aux limites. Aussi la condition de concordance pour le problème 


(3.5) coïncide avec l’hypothèse du lemme ct veC***(G). Du moment 
que v = #, le lemme se trouve démontré. 


On construit le schéma aux différences. Soit le réseau rectangulaire 
régulier 


Q, = {(xs do): M ii No = ho, 0 <i, j< N} 
de pas #4, = b,/N et 4, = D,/N. On introduit les notations 
Tr, = ü,n?°e, DO 
On discrétise le problème (3.1) à (3.3) par le schéma usuel à cinq 
points 
us, 09 — (0) au ef) xen. (37 
avec les conditions aux limites 
uw" (x) = 0, xel,. (3.5) 
LEMME 3.3. On «a pour le problème aux différences (3.7), (3.8) 
l'inégalité 
max | # (x)< HR max 
xE Oh LL *EQ 


DÉMONSTRATION. Un théorème de comparaison démontré dans 
[42] AS de dire que la solution du problème 


fx) |: (3.9) 


Was (0) —Wis +4) (= gx)  xeO,. 
W (x) = go (x). xel”,. 
avec les conditions 
f(HI<gx) sur OO.  O<g.(x) sur |, 


majore la solution du problème (3.7), (3.8): 
[au (x)Ï<W(x) sur 0. 


On prend pour W Ia fonction majorante de Gerschgorin 


: à b. \2 b, |? 
W (x) = — ne” max |/{x)|. 
4 4 57: n 21)-0 


4.3] PROBLÈME DE DIRICHLET DANS UN RECTANGLE 217 


On établit sans peine que (x) >0 sur le rectangle Q, tout enticr. 
La fonction (x) a de plus, à partir des dérivées troisièmes, toutes 
ses dérivées nulles. Aussi les dérivées secondes aux différences sont 
cxactement les dérivées partielles correspondantes: 
a W L 
Vi, (x) = se (x). xe(),. 


i 


Etant donné ce résultat, on a 
a(x)= = AW (x) + a (x) IP (x) > — AIF (x) = 
= max |f| >| /(x)|. 
0, 
Ainsi, les conditions du théorème de comparaison sont remplics ct 
uw" (x) <IW (x), xe0,. 
D'où 
max | " (x)]< max | IF (x)l < HER ax |f(x) |: 
On On 16 °h 
Le lemme est démontré. 
On pose # — 1/N et on cherche le développement de la solution 
approchée suivant les puissances de /. 
THÉORÈME 3.4. On suppose qu'on est pour le problème (3.1) 
à (3.3) dans les hypothèses du lemme 3.2. Alors La solution u° du pro- 
blème discret (3.7), (3.8) admet le développement 
= ut hu + ht 1 sur (, (3.10) 
où v est une fonction continue tué pendante de hk et lu fonction discrèle 
n° est Lornée: 
max|#|<c. (3.11) 
h 


DÉMONSTRATION. On cherche v à partir de la solution du pro- 
blème différentiel 


dans  {, (3.12) 


= 0 sur |. 


On vérifie d’abord que veC°** (G). En effet, si l’on est dans 
les conditions du lemme 3.2, alors weC°** (QG), si bien que le second 


membre de (3.12) appartient à C'** (QG). On est donc, pour le pro- 
blème (3.12), dans l'hypothèse de régularité du second membre du 
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lemme 3.1. La condition de concordance cst satisfaite parce que 
Otu/Ox$ et dtu/0x4 s’annulent dans chaque angle du rectangle (on 
l'établit assez facilement du moment que les dérivées étant continues 
sur Q sont calculées le long des côtés du rectangle sur lesquels # — 
— 0). 

Ainsi, les fonctions #”, # ct v sont définies de façon unique. On 
pose 


us (a — nu — ha) RTS sur É, (3.13) 

et on la porte dans l'opérateur aux différences du problème (3.7): 
H LA . Ta, + an dE Le (ERA un ue, U 

+ au + Us FU, Au + k° Ces, Frs ac) HT, 


On transforme cette expression à l’aide de l'équation (3.7) et du 
développement (2.4) des dérivées discrètes, il vient 


h k k du NT du dre h3 tu 
— PNges — ss + A1 — + — — —© + —— — = 
Hé ii, F 40 (/ x 12 OxÙ dx 12 9x3 


—au— haut RÉ pe 2 pate tte) Te. 
dx1 LES 2 


». 
CR 


| $ 
ct #. On rappelle q 


Ici 6, (X'1< ec. ) 
uc }, 


2 (x) < uniformément par rapport à x 


C3 
b,h, h,= b,h. On utilise l'équation (3.1): 


— sh Ha 5 CARRE RTE av) pipe. 
avec 

[Es (x<cs= ce be ra bete. (3.14) 
Le terme en #-""* disparaît par suite de la définition de v, ce qui 


donne 
h 


ri sta) =E sur ,. (3.15) 
L'égalité (3.13) sur 1”, entraîne de plus 
»—=0 sur |, (3.16) 
du moment que les trois fonctions &', #. v s’annulent sur 1°. On a 
pour le problème (3.15), (3.16) l'estimation du Immec 3.3, d'où 
bi + bà 


ax h(x\l < PL T0. 
A | (x [<c, . , 
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avec C4 définie dans (3.14). On vient donc d'établir l'inégalité (3.11), 
ce qui achève la démonstration du théorème. 


Appliquons le théorème à un cas concret. On suppose résolus 
deux problèmes (3.7), (3.8) pour les pas h et 4/2. Le réscau 9, est le 
domaine de définition de deux solutions approchées #* et 1”. 
On les additionne avec les poids — 1/3 ct 4/3 ct on obtient une so- 
lution approchéc dont la précision est O (H°*°): 


max! # (x) — —- n° (x) —— té” (x) 


< HT. (3.17) 
Q; 


la constante c; étant indépendante de # ct x. La démonstration s’ap- 
puic sur le développement (3.10). Son idée est la même que dans les 
paragraphes précédents: clle consiste à choisir les poids égaux à 
4/3 ct —1/5 pour faire disparaître les termes en #° de la combinaison 
linéaire. 

Les résultats obtenus demandent des remarques. 

REMARQUE Î!. Ilcst clair que le reste augmente avec la perte 
de régularité du second membre, disons pour feC**® (fi) ct que le 
développement s'écrit 


k : 24e 
= nu + ho + RTS sur 0. 


D'autre part, on n'arrive pas à prolonger sensiblement le dévelop- 
pement (à diminuer la grandeur du reste irrégulier) en élevant la 
régularité (feC***(Q), k >4) même si l’on fait l'hypothèse de solu- 
tion aussi régulière qu'on le veut. Le fait cst que les problèmes 
auxiliaires relatifs à la recherche des fonctions v, du développement 


= + VU + Mu +... + | is 1 (3.1$) 


ne vérificnt pas nécessairement les conditions de concordance qui 
garantissent la régularité de la solution. Or ces conditions sont non 
sculement suffisantes, mais encorc nécessaires pour l'existence d’une 
solution régulière (voir [8], [51]1). 

On propose dans [9] de remplacer la solution # par la somme 
W + Q, où W est la fonction inconnue vérifiant la même équation 
avec un autre second membre, et Q unc fonction connue. On a prouvé 
qu'on obtient finalement une équation pour W suffisamment régu- 
lière et que les conditions de concordance sont vérifiées, à part W, 
par tous les problèmes auxiliaires, ce qui garantit la régularité 
de leurs solutions. Ainsi, on a établi dans [9] le développement (3.18) 
sous l'hypothèse feC'#* (à). 
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REMARQUE 2. Le développement (3.10) aidant, on justifie la 
recherche des dérivées premières cet secondes de la solution par recours 
à la solution discrète. Par exemple, 


Tu (xs + y, ve) — nu” (vs — À. x) qu 


Lys No) + AE (xs. Xo), 
2h de ( 1 a) + Es 1 a) 


avec |E3, (x)l < c, indépendant de x ct #. En cffct, on a moyennant 
(3.10) 


tt (vi + a, Xe) — {{ (x — li fe) L pe 2 Ÿ (x: |: hi, Xa) — Ÿ (x, — h, A “ 
e 2h 
2h dx; 


LE d'u ; }2 av : 
+ : a (0 1 Ye) + 1 (0e Xe) + 


2+a@ 
(r° (vi + 4, Xe) — U (vi — x2)), 


0, € (x, ne — h,, \ + h,). 
On évalue les dernicrs termes ct on a l’estimation du reste: 


Es (le 2 max | 2% 
ÿ à 


0x 


Ov C, 


+ bi max 
b, 


û 


On procède de même en ce qui concerne du/dy. Les dérivées 
? #? + 1 
sccondes sont calculées avec la précision O(4'**). Par exemple, 


OX; 


(x) = 16 3, (x) + MT E, (x). 


dxi 


En effet, on utilise (3.10), il vient 
Hi, (x) Ed xs, (x) + 4° xx, (x) + RTE i à, (x) — 


Der (Or x) + F2 CA RE ee 
x 


| (x1 + hi Xe) — 25 (Xi Ye) + 1 (xs — A. Xe)); 


avec 0, E(x, — k,. x, + ,). On évalue les termes du second membre: 


CAT 
ox; 


+ 4 — 
FE 


L 
[64 (x) < D max 
2 9 
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On construit une formule analogue pour d°u/0x5. Quant à la dérivée 
partielle mixte, on l'obtient par différences centrales avec la même 
précision : 


Re (rs 1) (u° (x + Ai No + ls) — Th (xs — hi Xe + le) + 
1 ! 


+ 10 (us D ae — 1) nt (x hi eh) M "4 O (TS), 


4.4. Equation quasi linéaire dans un domaine triangulaire 


S'agissant des équations quasi linéaires du type elliptique pour 
des problèmes cn dimension deux dans un domaine avec points 
anguleux, on constate de règle que les singularités apparaissant au 
voisinage de ces points altèrent la régularité de la solution. Tout 
domaine polygonal étant un ensemble de domaines triangulaires, 
c'est aux sommets de ces derniers qu'on observe les singularités les 
plus caractéristiques. Les auteurs se proposent d'élaborer, à la 
lumière d'un problème concret, un algorithme qui garantit pour des 
entrées non concordantes une solution dont l’ordre de précision en 
h est voisin de deux. On fait ainsi le premier pas vers une solution 
notablement améliorée. 


4° (0,0) 


Fig. 4.6. Triangle couvert d'un réseau irrégulier 


Dans ce paragraphe, on examinera l’influence des points anguleux 
qu'on étudiera cn resserrant le réseau dans le cas d'une équation 
quasi linéaire et d’un domaine triangulaire pour un schéma discret 
usuel à cinq points. 

Soit Q un triangle ouvert de sommets (0, Q). (a;. 0). (a,. b) 
avec b >0,a, > a, > 0 (fig. 4.6). 

On considère l'équation 


— Aux) = f(u(x). x), xeQ, (4.1) 


où 
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On cherche une solution qui vérifie la condition homogène 
u—= 0 sur F. (4.3) 


l'étant la frontière de 1. On admet que le problème possède au moins 
une solution de clusse L.(Q) bornée en valeur absolue, i.c. 


vrai sup [u|<cs. (4.4) 
e 
On suppose de plus qu'on est dans la condition 
FE x) < 0, pe(— w, wo). xeQ. (4.5) 


LEMME 4.1. Soit ueL, (Q) une solution qui remplit lu condition 
(4.4). On suppose que Le second membre f vérifie (4.2) ce! (4.5). Alors 
la solution n est unique et appartient à 

Wi(Q\ nc*(Q) vye(0, 1). 

DÉMONSTRATION. La condition (4.4) fait que /(u(x), x)eZ,(Q) en 

tant que fonction de x. Aussi la solution du problème 

— Ay = f(u(x), x) dans A, 

Re sur Of 

est dans 3 (Q) par suite du théorème 1.4. Comme ha fonction 
satisfait à cette équation, on a  — ct, partant, #e WS (Q). D'après 
un théorème de l'immersion (voir [26]), #eC* (f) v-e(0. 1). On 
montre que le problème (4.1), (4.3) ne possède pas d'autre solution 
vérifiant (4.4). En effet. soit #, une deuxième solution ayant cette 
propriété. Alors #,eW3(Q). et la différence w = n,—"# vérifie 
l'identité 


(A + {u, x) —f (rs x)lw dx — 0 


re) 


qui découle de (14.1). On utilise les conditions aux limites homogè- 
nes et la première formule de Green, il vient l'égalité 


(LT + RS + Gt x in sde] dx = 0. 


o CAR 
On applique la formule de Lagrange au dernier groupe de termes: 
fu. x) — fu, x) = SE (E x) (a — 1). 


si bien qu'on obtient moyennant (4.5) 


( (+ | _— | lux <0. 
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D'où # = 0 dans l’espace Wi (Q). Aux termes du théorème mentionné, 
# — 4, dans Z,(Q). Le lemme est démontré. 


Quant à l'existence d'une solution de L; (Q) du problème (4.1), 
(4.3), on trouve dans la monographie [26] plusieurs critères suffisants 
pour de nombreux problèmes quasi linéaires. 

On note que la condition (4.5) peut être affaiblie (ce qui complique 
quelque peu les calculs suivants). On remplace à cet effet le zéro du 
second membre par un nombre positif d, < 1/d3. avec d, la constante 
de l'inégalité de Friedrichs (voir [34)]) 


ltellz.en < d2l 4] vuesw: (Q). 


Les classes de régularité C'* (à) utilisées pius haut ne donnent 
pas une idée complète de la solution du problème (4.1), (4.3) car si 
l'on n'est pas dans certaines conditions auxiliaires, la solution peut 
ne pas appartenir à C*(Q) même pour des seconds membres analy- 
tiques. Ce phénomène nous cst familier dès le paragraphe précédent 
où l’on a réussi à énonccr les conditions de concordance sous forme 
explicite. Le cas présent cst plus délicat. En effet, si les angles du 
triangle ne valent pas x/A(k >2 étant un entier), alors les conditions 
déterminant la régularité de la solution se compliquent au point 
de devenir des relations intégrales de vérification pratique difficile. 

D'autre part, les points anguleux n’influent pas sur la régularité 
à l’intérieur du domaine. Soit le problème 


— Au(x) = f(u(x). x), xeQ, 
v(x) —= (), xer. (4.6) 


La fonction /(u(x). x) est dans CT(G),et »eC*TT(Q) par le théorème 
1.1. Comme il y à unicité pour Les problèmes (4.6) ct (4.1), (4.3), 
on a vu — #, donc #eC°T* (Q). 


Le fait d’être de classes C** (Q) n’impose cependant aucune 
restriction sur la grandeur des dérivées et de la fonction même (qui 
peuvent être non bornées sur (2). Aussi la construction du schéma 
aux différences doit être précédée d’une étude du comportement de 
ces fonctions. 


On suit les auteurs [8], [18], [38], [51]. Onfixe un point anguleux 
et on introduit dans sun voisinage distant d’une quantité positive 
des sommets restants les coordonnées polaires (7, æ) de centre le som- 
met concerné. On se propose, par exemple, de préciser le comporte- 
ment de la solution # dans une région autour de (0, 0). Cette région 
est prise égale au secteur circulaire S — {(r, @); 0 < r < e, 0 
< ® < f}. Les coordonnées cartésiennes sont liées aux ccordonnées 
polaires par les égalités x, — 7 sin @, x, = r cos ;: Best la grandeur 
de l’angle BAC et € est la demi-longucur du plus petit côté du trian- 
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gle. Dans ce cas. S € Q ct deux ravons de S sont confondus avec deux 
côtés du triangle. Conformément à [18], la solution v du problème 
(4.6) admet la représentation 

M 


n= w + nt rt (e). (4.7) 
f—1 

La composante régulière * west dans C**"(Q), {ut est une suite 
non décroissante de nombres positifs, {ge une famille de nom- 
bres entiers non négatifs et {6, (œ)}in1 une famille de polynômes 
trigonométriques o-dérivables. Seul nous intéresse le terme 
principal du développement asymptotique (4.7), qui déterminera 
dans la suite le degré de resserrement du réseau. Son comportement 
est mis en lumière par plusieurs procédés élaborés en théoric des 
équations aux dérivées partielles, mais l'étude approfondie de ces 
procédés n'entre pas dans nos intentions. En coordonnées polaires, 
l'équation 

— Av—g dans S$. 


avec g(x) = f(u (x). x). s'écrit 


d'u 1 Av | Pu 


= == g(r, ?) dans S. (1.8) 


0r° r  Ôr r? dpi 


Cela étant, on a 


v(r, 0) = O0, re(0, €). 
v(r, B) — 0, re(0, €). (4.9) 
v(e. o) = ue. ®), DEe[0, GB]. 


11 y a existence ct unicité pour r = 0 siv (à, æ)] < c pour à 

positifs tendant vers 0. On note que la distance entre l'arc (e, ©) et 

les sommets du triangle est positive, si bien que #(e,œ)€ 

C*TY[0, B] en tant que fonction de la variable indépendante ®. 
On développe v et g en série de Fourier: 


v(r, ©) — vL (r) sin 4, 

» (4.10) 
gr, o) = Ye (n) sin Me. 

k=1 


* Plus précisément, [18] entraine w € W25 (Q), mais weC?ŸY (N) yye (0,1) 
aux termes d'un théorème de l'immersion {voir [26]). 
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où À = x#/8. On calcule les coefficients de Fourier par les formules 
2 À 
v, (r) = ra L (7. =) sin ÀA9 do. 
Ne (4.11) 
2 : 
ge (r) = ra +) sin À? d. 
0 


On porte les développements (4.10) dans (4.8) et on identifie les 
coefficients des fonctions sin kw, 1l vient 


’ LL, 
UE ST 


Les égalités (4.9), (4.11) fournissent les conditions 
» À 
v(<s) — 2, = ) u(s, ©) sin AA do. 
Ù 


[2 (ô)| < © pour à tendant vers zéro par valeurs positives. 
Il résulte de [38] que le problème posé possède une solution 


A (3 Ave kÀ 
< a  _ — d 
k (r) TETE Ÿ 8: (»)p p + 


E2 (p}e"—" de + 


x ? k} 
+ fes (e)e° +" de + = 2, 
(4 


et une seule. On établit par des raisonnements simples mais fastidieux 
que c'est le cæfficient v,(r) qui est le moins régulier. Deux cas peuvent 
se présenter. Si 8 — x/2, alors À — 2, et le terme principal du dével- 
loppement asymptotique (4.7) est un terme en 7° In r. Dans le cas 
contraire, c’est des termes en 7”. Aussi v,(r) sin AyeCt1 (S). Cela 
est vrai à fortiori des autres termes de la série de Fourier de la fonc- 
tion v, ct on démontre la convergence absolue des séries de Fourier 
de dv/dx et dv/dy. Donc veC!(S). Il y a plus. On a 


TE (r) sin £koeC* (5).  k— 1,2, .…..ye(0. 1), 
> 4 
d'où r 2% eC* (S). De même, A eC*(S). 

0x dy 


On introduit une fonction d{(x) égale à la distance de x ct du plus 
proche sommet du triangle. Il est clair que d(x) — 7 à l’intérieur de 
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[Q Û dv v— . e 
S. Aussi d' = pee (S). Comme ces raisonnements sont justes 
y 


x 
pour tout sommet du triangle, on a 


neC1(G).  d'0%, a 2 EC). (4.12) 
0x dy 


Ces propriétés donnent une information supplémentaire sur le second 
membre g de l'équation (4.8). On tire de (4.12) et des propriétés de / 


ceC'(é).  d'ÆE, gi). 
ox dy 


On a par des considérations analogues pour les dérivées secondes 
ct troisièmes de : 


. * 3 a 
max | Ra , LE : D Au : PE Ji }< a. 
û 0 x° dy" 0x3 1e 
Ou Ou 
dx (x) = 0x3 (x°) n 
max | — - min KT (x). dr(x)l<c,, (413) 
x, x'eû Lx —x)| 


Or Ou 


et 
ma 7 in MP) Re, 

x, x€Q | (x —x)| 

où xe(0, 1) est quelconque, mais la constante c, dépend de &. Dans la 
suite, on fixe donc æe(0, 1). En plus qu'on a les conditions (4.13), 
le théorème 1.1 entraîne #eC°T*(Q). 

On passe à la discrétisation. On introduit la fonction 
o({) = b2(3—21) 


et on note que ® (0) — 0, o(1) — b. On fixe iV > 2 entier et on pose 
k — 1/N. On munit le domaine d'une famille de droites parallèles 


xs — (1h), 2 1, …, N —1, 


ct on mène par les points d’intersection des droites et des côtés 4 B 
et BC une deuxième famille de droites parallèles entre elles et ortho- 
gonales aux premières (voir fig. 4.6). On a donc couvert le triangle 
d’un réseau de discrétisation compatible avec sa frontière. On dési- 
gne par (, l’ensemble des points de ( en lesquels les droites de la 
première famille rencontrent celles de la seconde ct par F, l’ensem- 
ble des points d’intersection des droites ct de la frontière du triangle. 
On pose 5, = Qu T,. 

On résout le problème (4.1), (4.3) par le schéma usuel à cinq 
points associé au réscau rectangulaire irrégulicr: 


L'un" (x) — THE (x) —- a, (x) =: f (a (x). x). xeQ,. (41.14) 
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avec les conditions aux limites 

h e 

a (x) = 0, xeT,. (4.15) 

Lx notation symbolique des dérivées aux différences traduit la 


propriété suivante: si l’on a, par exemple, (x,. © (fh))e Q,. alors 
og re 20 = {2202 2 
: pi) —p((i—-1)h) 
vs @ (+ D M — v (x @ (5%) À 2 | 
@ (+ 1) 4) — @ (52) pi + 14) e(G-— 132) 
On démontre l'unicité pour le problème algébrique non linéaire 
(4.14), (4.15) au moyen de l'estimation à priori du 
Tuéorèue 4.2. Soit n° une solution du problème (4.14). (4.15). 
Alors loute fonction v définie sur Q, et nulle sur T, vérifie l'inégalité 


max | 26° (x) — > (x)| < C,, 
Ok 
oi 
Ô — De (| L'o (x) —/f (ce (x). x) | (min (ve, b— x2)) 7) 
el lu conslunte c, est indépendante de x et h (mais elle dépend 
de ye(0.2 ]). 
DÉMONSTRATION. Soit w(x) solution du problème 
La (x) = (max Le, b— x) TT xe Q,. 

«© (x) = 0, xe |”, (4.16) 


On introduit une fonction discrète 9 (x) — Sw(x). Le problème (4.16) 
satisfait au principe du maximum discret (voir [43]), et on a par 
un théorème de comparaison qui en découle: 


æ(x)> 0 Vvxeo,. 
Comme à > 0, il en cst de même de la fonction p: 
p(x)>0 Vxen,. 


LA fonction /(p, x) adinct des dérivées continues par rapport à #, 
d'où la validité du théorème de Lagrange 


f(x), x) — f(x (x), x) = (EG). x) (e (x) — n° (9) 


pour une fonction discrète E (x) qui a toutes ses composantes entre 
(x) et (x) Vxen,. 
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Avec ces résultats, on transforme l'expression 


[2 (EG. 9) (6 + e (x) — 1 (x) = 


— Lux) —f(v(x). x) +[£ (E (x). x) (x). 


Du moment que d//0p cest non positive, p est non négative, on a, 
compte tenu de (4.16), 


La .. (E (x). x) (v (x) + px) — 2" (x)) > 
> L'u(x)—/f{(v(x). x) +5 (min {xs b — Xe)) TT > 0. 


La dernière inégalité découle de ce que 
S>—(L'u(x)) —/f(r (x), x)) (min as bo — x) 
par suite de la définition de &. 
On a sur F, 
v (x) — (x) + p(x) = 0. 


La dérivée d/f/0p étant non positive, l'opérateur aux différences 
vérifie le principe du maximum. Aussi 


v(x)—12* (x) + p(x)>0 sur @,. 
On établit de même 
(x)—v(x)+ p(x)>0 sur 6,. 
Les deux inégalités impliquent évidemment 
Lu (x) — 0 (x)| < p (x) = 8x (x), 
donc 


max |#/ (x) — v (x)|< 5 max |w(x)|. (4.17) 
Oh Qh 


On évalue max |w (x)] en appliquant unc fois de plus le théorème 
de Lagrange à l'opérateur L'. Soit ÿe(0, 1). On introduit la fonction 


2 
4 


gra Lo) = ——— (3 + (b — x2)) 
YU ») 
et la fonction discrète 
Z({x)= : (x), xe 0. 


On calcule L'Z.On rappelle que la fonction g continue sur le seg- 
ment [{—k,, { + h,] et deux fois continäment dérivable sur 
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(4—h,, 44+%,) admet le développement taylorien ct vérifie le théorème 
de Lagrange pour la dérivée d'ordre 2. d'où 


gft+ he) — 840) ge — gt — M) =." (ÿ) 
ha h; + +hs © | 
avec nel — ,, 1 + M). Cette formule conduit à 
Z,3, &) = 0, Xe 9). 
Zi, (re @ (0) = (ai ro), 
ge 0x; 
où neo ((i—-1) 4). o((i + 1) 4)). Aussi 
L'Z(x. o (ih)) = — ; Ge an) = AT (bn) 2). 
#2 


4 _—2 —2 ° 
Les fonctions x3°** ct (b— x.) *Ÿ* étant monotoncs, on a 


L'Z (xs eo) > AT (QT (+ 1) 4) + (6 — 9 (G — 1) 2). 
On demande les valeurs extrémales de 
pÜ+h _3(+A —-2(1+%) 
ot) 3#—28 


avec ée[h, 1 — k]. Le maximum et le minimum réalisés aux extré- 
mités du segment [k, 1 — }] sont respectivement 


(12 2 — 16 X3)7(3 ° — 2 h3) < 4, (34 — 2 h3)[(12 4° — 
— 16 h3) > 1/4. 

Donc 

L'Z (x x) > AE (bn) > (min {rs 0 — 2). 
En outre, 

Z(x)> w(x) = 0 vVxel,. 
On a par un théorème de comparaison 
Z(x)=7(x) > w(x) vV xe 0. 


Comme 
pr 
w (X) < max 5 (x) <———, 
On Yi — y) 
(4.17) donne lc résultat du théorème à condition de poser 
p2 ot | 


RTE 
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Si yefl, 2], l'affirmation découle de ce qui précède car 
(min {42 bd — x,})" < (0/2) (min {£xe, b— x)5, > po > 0. 


Le théorème cntraînc l’unicité de la solution du problème (4.14), 
(4.15). Soit, par exemple, a et 1” deux solutions distinctes de ce 
problème. Dans ce cas, on a l'inégalité du théorème 4.2, où à — 0. 
Du moment que la différence #* (x) — 1” (x) est non nulle au moins 
en un point, on a 

max |" (x) — 2" (x)|> 0, 
Qh 
ic. il y a contradiction. 


On montre la possibilité du problème (4.14), (4.15) moyennant 


l'application de l’espace vectoriel des vecteurs £ de composantes 
E (x). xe Q,,. dans lui-même qui obéit à la formule 


P: (x) - {L'E (x) —/f (E (x), x)} M (x) h: (x), xe 


(Pour des raisons d’homogénéité, on a posé & (x) —0 sur l,.) Quel cst 
lc sens des symboles h, (x)? Soit x — (x,, 1,)e (,, auquel cas ce 
point est avoisiné sur O, à gauche par (x, — u,, x). à droite par 
(xs + Le, 2), en haut par (x,. x, + u,) ct en bas par (x,. x: — 114). 
On pose 


h(x)= TE, h,(x)- HT, 
hf (x) = be Hi (s) = pu 3 (s) -- us lg (x) = pa. 


On note la continuité de l'application P. On utilise le lemme 6.1. 
$ 3.6, ct on calcule à cet effet la somme 


Ÿ ë (x) le (x) — 

xcN, 

= Li-int)—, @—/(EGex) EG) MR. (118) 
en, 

Chaque terme est étudié séparément. On applique pour x, fixé la 

première formule de Green discrète (voir [42]), il vicnt 


—— Ÿ Er, (x) E (x) A (x) he (x) = 


xc fi 
da Cruist 
k 


= =>. Bee, (ae © (A) E (aie © (14) Mi (x) he (x) = 


EPS | 


k : ; 2 
_ ÿ E(x1 © ((s + 1) h)) = E(x.. P (ih)) h (x) h+ (x). 
i1—0 


h} (x) 
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Dans cette égalité, k est choisi à partir de la condition (x,. © ((Æ + 
+ 1)H))eF,. si bien que 

Ba 0)=0, Eur (HI) A) 0. 
On établit la minoration à l’aide de l'inégalité de Friedrichs dis- 
crête (voir [43]): 


D  CHOENOENCE 
xEN, 


const 


VU 


D (vo (4) hi (x) 2 (x) > 


o° me + 1) x) CES | 


> — Ÿ (x) (x) he (x) 


} 
Xi. const 


On somme par rapport aux valeurs de x, qui constituent Ie réseau de 
discrétisation, ce qui donne 


— ÿ Es,s, (9 5 (x) A (x) fx) > PS Ÿ Et(x)h,(x) (x). (4.19) 


xe0, xEQ, 

On démontre de même l'inégalité 

y Es, (x) 2 (x) A (x) (x) > Es, (x) (x): (x): (1.20) 
xEf1, ai xen, 


Le troisième terme de (4.18) est transformé comme suit: 


=), [CE (x). x) £ (x x) h, (x x) hi, (x c) == 


xe(, 


EN Ÿ [(O, x) 8 (x) A (x) ls (x) — 


xef} 
— Vi {SC (x). x) — 7 (0. 0} E (x) A1 (9) Be (x) > 
xe fi, 
ou D x)| Vi 15 (x) Aix } fs (x) — 


xEN, 


— D nt). x) Et (x) Aix) #2 (x). 


xef?, 
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Ici n(x) est situé entre 0 ct E(x) V xe Q,. On applique au premier 
terme du second membre l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski tout 
en rejetant le deuxième: 


SE (x). x) 2 (x) fi (x) #2 (x) > 


EN, 
> — be [F (0, x)] | À : E° (ao M (x) hs IE 
* (2 h, (x) he) > — [D 22 (x) , (x) SL DE (4.21) 
xeafl, xeN 
où 


| 1/2 
Ca = max |/f(0, x)] (<” ; 


Xe 


Les inégalités (4.19) à (4.21) donnent 


ÿ 5 (x) Pal)» [Sr + . Ÿ &: x) A, (x) 5 (x) — 


xef, xef} 


er 
(2) 
, 
sst 


Et(x) M (x) m7 
Quel que soit 


on da 


b? 2 
a] 


Go + 3) og? — 145 > 0. 


Aussi on a, pour toute fonction discrète & (x) définie sur Q, telle que 


Y #: æ)" = 2 


ee 0 
xen, (2e fs (x) ls @)" 


l'estimation 
[2 E® (x) hi (x) he tx) |" dy. 


donc 


Ÿ, Ex) Pr (x) > 0. 


1e, 
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Avec ces inégalités, le problème 
Pe (x) = 0, xe Q),. 
possède par le lemme 6.1, $ 3.6 une solution £ (x) vérifiant la condi- 
tion aux limites homogène 
E(x) = 0 sur 7F,. 
D'où la possibilité du problème (4.14). (4.15). 11 v à plus. Le théo- 
rèmc 4.2 implique non seulement l'existence ct l’unicité. mais aussi 


une estimation du module de la solution. Si l’on pose v (x) = 0, 
on a pour tout ye(0, 2] fixé 
max | uw" (x)|< ce max [4 Y (x) / (0. x) |. (4.22) 
On Q 


On suppose maintenant que la fonction (x) du théorème 41.2 
cst remplacée par la solution du problème (4.1) à (4.4). On calcule la 
différence 


L'u (x) — f (u (x). x). 
Soit x: (x, »(ih))e Q,. i # 1. auquel cas 
u Gi @ (+ D 0) = 0 (9) + hf GO (9 + 
Qu GA) + (a OV ER + Qt GES (0). 


2 


Les majorations (4.13) 2. 


Ou 


&) — { 


dx, x 


— (xt) 


| <ci(min fé (x), d'(xt JT. 


[:* (x)| < 


Ix-x | 


Le point x* est sur le scgment de droite joignant les nœuds x — 


— (x, @(14)) et (x, @((2 +1)4)). Donc 
LE* Gol< à (min {9 (8 + 1) 4), e((E— 1 2), 

b—op((+1)4), b—et(i— 1 A) TE 
On a établi au cours de la démonstration du théorème 4.2 que 
(U+H D A)]< te (G). [b—e((i HD AT< 


<4(b—>(:h)). (41.23) 
C'est pourquoi 


[=+ (x) | < < 4**%6, (min (xs b — x) (4.24) 
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La relation 


ue Cree @ (0) A) = 6 0) — he (IE (x) + 


+ Gr GT 0 2 Gr GE (x) + 


X» x 9 


+ (ur (PET (x) (4225) 


ct l'estimation 
LE (x) < te (min Las 6 — x 


sont obtenues de façon analogue. Les deux développements donnent’ 
la formulc 


ai h} (x) — A5 (x) x 

(RE 

0x, 3 0x, 
(ut G} TT ET (x) + (A7 LD) ÈTE (x) 

3 AT (x) + 47 (x) 
On a, en vertu de la définition de la fonction o. 
hf (x) — hr (= ?(G+ 0 h) — 2 > (ik) + o((i — 1) 4) = 
— bh° (6 — 12 ti), 


= A (x) == — 


(x) — 


. (4.26) 


où r,e((i— 1)/# 1) A): donc 


he h} (x) — ny (x)| 
3 


<2hblh®, 


mais © (4) b—{(1—}h)>20bk°, si bien que 
1—"2 l+a 


hY (x) — 4h LE R 
Le 9 — tm] < HT (min {ve b — x:1) 7 (2 b) de (1.27) 


3 
Les majorations (4.13) impliquent également l'inégalité 


Fu (x) 
dx; 


< Cd E (x ). (1.28) 


On a enfin dans le second membre de l'égalité (4.26) 


(a (x)? x 


< (nf (x) = le ENT, 
h5 (x) + 2 (x) 
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to 
es) 
ut 


avec E,e(ih, (i + 1) h). Soit { < 1/2. Comme 
9° (1) == 6 b ({ se [=), 


on a 
>" ()L =: 6 01 (1 — 1 < 6 be. 


D'autre part, 
D(D—=b(GE—2P)> 214. 
Aussi 
, JE 2 
2 (1<3/26( 0)". 
Si {> 1/2, on trouve de même 
, . PET / 
res P20(6— 3 (40)"*. 
Si l’on prend en considération (4.23), alors 


; Pos : 7 
g'(E)1<3 T26(minf{e(E), b— 9 (2) < 


< 6 |2 b(min {rs b— x.1) "7. (4.29) 


S'agissant de l'égalité (4.26), les relations (1.24), (4.25), (4.27) à 
(4.29) donnent 


|— 3,3, C) -H TE (x) 


«” 
=. 


") 
æ 


dx; 


la a+i 


< heu (x) (min {x b — x) © (2 b)* +- 


1-+ a ; 
4 


+ AT (6 l26 (min {x b — 11)" 2) F%e, (min {12 b — 


—3—ù 
— x) < ch (min £xe, b —- xe}) * . (4.30) 


On a établi ces inégalités sous l'hypothèse de x = (x,, »(14))e Q,, 
1. 1. Soit ? — 1. Comme #eC!(Q), on a 


(xs, 0) = nu (x) —- » (4) LT (x) 
et 
(xs 9 (24)) = nu (x) + (9 (24) — o (4)) C* (x). 
où 


és (x)| < Cg- 
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On porte ces développements dans la différence divisée seconde, il 
vient 


: _ v-+ __ 4c 
ÉAAQIE | Fe . [ST (x) — (xl < - me | 


La fonction © vérifie les inégalités @ (2 4) > 9 (4) ct o (4) < 3 ble, 
qui impliquent 


| FE , (XI < : Te < ch To Ca-a/2 (jy, 


On rappelle que 1, = © (4): aussi il résulte de (4.13) la majoration 


< Cd (x) < TE Fr te Don (2). 


Les deux estimations obtenues donnent 


= 13,5, (X) + _ (x)|< ch TO (}) (4.31) 


0x» 


à condition que 1: — 9 (4). 
Soit 9 — max(ca ce). Les inégalités (4.30), (4.31) permettent 
d'écrire 
CE 
Fe us, 69 + EE (| < 


ôx; 


< ch (min {re 6 — x TE Vxe Q,. (1.32) 


S'agissant de l’autre variable, on trouve par des raisonnements 
analogues 


x)| < 
#] 
< Cao "(min £a bd — x, 07 V xe Q,. (1.33) 


On a finalement en réunissant (4.32) ct (4.33): 

| Le (x) + Au(x)|< ch" #* (min {rs b — ) Nsis vVxe (),. 
L'équation (4.1) entraîne An = — /f(u (x), x), si bien que 

| L'u(x)—f(u(x), x)| <cu% **(mintre, b— ANNE vxreQ,. 


On en tire, en vertu de l'estimation du théorémce 4.2, le résultat 
suivant. 
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THÉORÈME 4.3. On suppose que le problème (4.1), (4.3) vérifie 
les conditions (4.2), (4.5). La solution 1° du problème (4.14), (4.15) 
admet l'estimation ° 


max | 24 (x) — 1 (x) < ch + 
xe Üh 


avec & un nombre fixé de l'intervalle (0. 1). 


On note l'impossibilité de passer à la limite pour 4 — 1. En 
effet, les raisonnements ci-dessus impliquent la croissance de cs 
avec à tendant vers Î. 


4.5. Sur le problème de diffraction 


Le problème de diffraction conduit au problème aux limites pour 
une équation dont les cocfficients subissent des discontinuités de 
première espèce. On pose aux lignes de discontinuité les conditions 
de transmission qui sont déterminées par la continuité de la matière 
ct l’équilibre des forces agissantes. La discontinuité des cocfficients 
correspond à la présence dans le milieu de deux ou plusieurs corps 
de caractéristiques physiques différentes. 

Si les lignes de discontinuité sont régulières sans se recouper ct 
rencontrer la frontière, la solution n'est plus régulière globalement, 
i.c. dans l’ensemble du domaine. Mais elle le reste dans chaque 
domaine partiel limité par les lignes de discontinuité, cette pro- 
priété ayant lieu jusques et y compris ces lignes. Si celles-ci aboutis- 
sent à la frontière, la régularité est altérée comme dans le cas de 
points anguleux, ce qui exige des fois des schémas variationnels aux 
différences de forme particulière. Nous étudierons pour notre part 
un cas où l’on atteint une précision suffisante à l’aide d’un schéma 
usuel, et nous utiliserons, pour élever l’ordre de précision, un pro- 
cédé simple relevant du passage d'une norme de l'erreur à une 
norme plus faible. 

Soit le problème de diffraction simple dans lequel le milieu est 
formé de deux corps différents. On cherche la solution de l'équation 


110 ä du _ 0 : Ôu = f (5.1) 
0x 0x, Xe CEA 
dans le rectangle = f{x,. x2): 0 < x, < h,: 0 < x, < b\ avec 


la condition à la frontière F: 


u (x) = 0. xer. (5.2) 
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La droite x, — b,/2 partage Q cn deux rectangles 
(, — {Cv A4): 0 Le V1! < b,/2, 0 < Vo < ba}, 
Q = f(x ao): 0,/2< x, < Bb, 0 < x, < b,\, 


de frontière commune S. On suppose que le coefficient 4 (x) est cons- 
tant par morceaux : 


a(xj= 4, > 0 pour xeQ,, 
FR) = fi. 


On a en fait deux équations dans deux domaines. Pour qu'il y ait 
existence et unicité, il faut poser des conditions supplémentaires à 
l'interface S. On admet que la solution vérifie deux conditions 
de transmission 


[u(x)ls = 0, XxES, (5.3) 
É (x |. — 0, xes. (5.4) 


Le symbole [9 (x)], signific la différence des valeurs limites que © 
prend en x de part et d'autre de S. On suppose que 
feC*(à,) n C (6), «e(0, 1). (5.5) 
Avec ces conditions (voir [103j), la solution # existe, cst unique, 
appartient dans Q, et Q, à C*+® (Q,), ct elle n'est en général pas dans 
C*** (0,). Le problème ainsi posé équivaut à chercher une fonction 
ue W!(Q) satisfaisant à l'identité intégrale 


2 


(25 RL Ps \fe dx Vrewi(Q). (5.6) 
û 


fl 0x, dx; 


Aux termes du tléorème 1.3, 1s conditions énumérées garantissent, 
pour le problème (5.6), l'existence d'une solution unique dans la 
classe W! (Q). On établit de plus dans [103] unc régularité plus 
grande de la solution #. Premièrement, les propriétés générales 
d'une solution généralisée impliquent que #e Wä (Q;) pour tout 
domaine (5e Q,,:— 1,2, tel que la distance de Qi à S soit 
positive. Cela étant, on a l'estimation 


Il + | 5 (Q:) A LEA PA (A), (5.7) 


avec la constante c, indépendante de / et #, mais dépendant de Q:. 
Deuxièmement, le fait d'utiliser les conditions de transmission 
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(5.3), (5.4) permet de dire que we IWi(Q,N Q'). : — 1,2. pour 
tout Q'& Q dont la distance à l'est un nombre positif, et 


lu] “2 (Ann) + || «|| “to no < Ce I /| to (5.5) 


11 nous reste à étudier # de classe W5 au voisinage des points d’in- 
terscction de S et T. 

A cet effet, on utilise les procédés décrits dans le paragraphe 
précédent pour les points angulcux (on introduit au voisinage des 
points singuliers les coordonnées polaires et on cherche la solution 
comme série de Fourier). On note que la solution et le second membre 
se développent dans une région autour du point singulier en sérics 
procédant suivant un système spécial de fonctions régulières par 
morceaux (voir [38]) pour le produit scalaire avec poids constant 
par intervalles. Si l’on examine en détail la convergence des sérics, 
on constate unc particularité de l’angle 7/2 sous lequel la frontière 
T coupe S, à savoir la solution # du problème de diffraction appartient 
dans chaque 9, à W5(Q,). Cette régularité suffit pour que la méthode 
des éléments finis procure une précision suffisante. 

La motivation étant trop laboricuse, on démontrera cette affir- 
mation de façon plus simple. Soit le rectangle Q° = {(x,, x); 
O < x, < b,, — be < %2 < b,} contenant le domaine Q. On pro- 
longe a et f de Q à N° en fonctions paire et impaire respectivement 
par rapport à l'axe Ox,: 


a; si x1 < 0/2, 
ï (x) ={ 1 < bi} 


dl Si Vi) De b, 2, 


J = { f(x %2) ! %s > 0, (5.9) 


— f(x —2x) Si x < 0. 


On notc que je L, (OS) et If Le (A9) < ÿ2 [FAI Le(N): 


Soit le problème de trouver une fonction # € jÿt(Q") vérifiant 
l'identité intégrale 


2 

a dx —. D dx Vo er (D). 5.10 
eV js (ON. (5.10) 
EL a 


a 


Selon le théorème 1.3, le problème admet une solution unique 
dans cette classe. La propriété mentionnée fait de plus qu’elle 
appartient à W5 (Q,Nn Q°), 3: = 1, 2, pour tout Q’e N tel que 
la distance de Q’ et de la frontière de Q° (et non de A!) soit une 
quantité positive. Le domaine partiel Q° remplit cette condition 
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s’il s'agit d’un voisinage suffisamment restreint du point (b,/2, 0). 
Cela étant, on a l'estimation 


LAllugo nos + Léger nas < lle Vel 6:19 
On montre pour le problème (5.10) l'existence d'une solution 


é UUX Xs) Si 2% > 0, 
tt (x) — : 


ee (5.12) 


qui est impaire par rapport à l'axe Ox,. En cffet, # eW1(Q) entraîne 
ñ eW! (Q°). On l'établit le plus aisément à l’aide de la définition 
de l’espace Wi donnée par [34]. Soit 3 e W1 ((°) quelconque. Cette 
fonction vérifie les égalités 

2 


2 nd 
(‘D ge 00 jé \ ul ER Le UX + 


+ El 0x; 0x; a Ôx; dx; 
en Q° 
Xa7V 
er ou 06 du 06 
+\i Dr 2 — (4, — Va) — Lx — 
Aa ox, 2) CEA di xs (x 2) FER 
o° 
«SU 
2 
Ô 
=(uy dx (af (x — Xe) + 
lo pa 


2 
Ou 06 : 
— — (vi — QITE x a ) LE dx 


ÔXs OX3 . | Ox; 0x; 
_. 0 -1 
avec æ définie par 


w (Xi. Xe) = 5 (Ni. do) — 6 (V1. — 23). (5.13) 
Avec la définition de [34], la propriété » el! (N°) implique 
w e W1(Q). Aussi (5.6) donne lieu à l'égalité 


dx: 0x; 
1 


1=—= 


2 = 
\ à _… Où rs ie ŸL a 
| Q 


Q° {1 


En se rappelant la façon dont on a construit la fonction j, on a 
SEL - 
( EN ax (75 dx. (5.14) 
s CET Ôx. 
i=1 o° 


Comme la fonction 5 a été prise quelconque, % est solution du pro- 
blème (5.10). Etant donnée l’unicité, la solution de (5.10) est défi- 
nie par la formule (5.12) ct jouit de la propriété (5.11). 


as 
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Si l'on utilise les estimations (5.7), (5.8) ct (5.11) à la fois, on 
établit que la solution # du problème (5.6) est dans W3(Q°n Q,), 
1 = 1,2, pour tout Q° € Q dont la distance au point unique (,/2, 
b,) est positive. Puisque les raisonnements précédents restent vrais 
pour l1 région autour de ce point, on a 


ue WE (Q,) n FE (Q). 


el 


I «|| w5@n T RARE ns < C4 1 L: (Q) (5.15) 


Ainsi, on a établi des résultats de régularité pour la solution w. 
On se propose de construire un schéma variationnel aux différences 
par la méthode de Galerkin. 


Soit le réseau rectangulaire uniforme 
Q, — [ (x. K}: Y] — 1h. No =", 1 rs 0, Ï, .., 2N;; î = 
— ), l, .. N.} 


de pas 4, — b,/(2N,). ls — b.]N,, cù N, > 2 sont des entiers. Pour 
que chaque maille du réseau soit entièrement dans un des domaines 
Q,, les intervalles partiels du segment de l’axe Ox, sont pris en 
nombre pair. On introduit la notation Q, — 0,N {2 et on fait 
correspondre à chaque point y = (71, y2)€ Q, une fonction de basc 
o7 (x) € WI (Q) qui est égale à 1 en y. nulle partout ailleurs sur 6, ct 
linéaire par morceaux sur chaque triangle élémentaire ouvert (fig. 
4.7) déterminé par les diagonales des mailles rectangulaires, qui 
forment un angle aigu avec l’axe Ov, (fig. 4.8). Ainsi, on trouve: 


| Re : xeT.. 
bn , 
L+—(r- 1). xET:. 
ha 
| — (ni n)—— (vs — Vu) XET; 
li ls = 
es (x) — = (5.16) 
" l — pee Vo). X € Ti 
li 
Fe ci (v, -- x). Xe T.. 
Un 
(ri x) + (rs Ve *eTe 


h, # 
O dans Îles cas restants. 


On désigne par H" le sous-espace vectoriel engendré par ce sys- 
tème de fonctions. Il est clair que H* € W1(Q). 
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Conformément au principe de la méthode des éléments finis 


(voir [1121. [1321), on cherche la solution approchée #”* e H* sous 
forme de somme 


(x)ee Vi ay 25 (x). (5.17) 
yen, 
où {x,l est un jeu de constantes définies par les égalités obtenues 
à partir de (5.6) par les substitutions # — #* et © = o,: 


L(w", ®)=(f. &) VzeQ,. (5.18) 


Y°!h C7 Yith 


Fig. 4.7. Triangulation du domaine Fig. 4.8. Fonction de buse 


Ici le produit scalaire et la forme bilinéaire sont définis par les 
formules 


(z. w) =\ va dx, 
{) 


L(v, w) = (« _%v _ôw Sr a 
CEA 0x OXa CE À 


On note que la forme L cest linéaire en les deux variables indépen- 
dantes. si bicn que (5.18) se met sous forme de système d’équations 
algébriques linéaires par rapport aux coefficients «æ, 


Ÿ ay L(gy. Si) = (f, ci). ze Q,. (5.19) 
ef, 


Les inconnues sont cn nombre (2WV, — I)(N, — 1), et le système 
a autant d'équations que d’inconnues. 
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En calcul automatique, il y a intérêt à écrire (5.19) en notations 
matricielles. On numérote les nœuds de Q, dans l'ordre suivant: 
(4,.2).(h,.28). ...(k,, (No— ho). (2h,.h). .. (QN,—1)4,. (N,— 
— 1)4,). Cela détermine un numérotage unique des équations et des 
inconnues du système concerné dont la matrice s'écrit sous forme (bloc- 
tridiagonale) 


BE, A! 


À, 


T 
A2 N,—1 


0 #2 N,—1 PB: N,—1 
À,. B, sont des matrices carrécs d'ordre (W, — 1)*, les matrices B, 
étant tridiagonales et 4, diagonales: 


h 2h 5 
fat? ut dt 2 a No 
ay + Ge hi 1 2h  \ 
Bee De I}. Je). 
d[2 D +28 1} Te: NET 2N  —Ù, 
TA h; 
es I las à Ve 
À, — L 
Fe DT ANS ER ON ET 
Th 


Ici 7 est une matrice unité et D une matrice tridiagonale de dimen- 
sion (N, — 1)°: 


1 _ _ 
0 Du] 
0 
= 
I — : D - 
. ==] 
0 
0 ! 2 
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On voit que la matrice du système (5.19) est irréductiblement dia- 
gonalement dominante (voir [65])}, donc non dégénéréc. Aussi le 
système (5.19) n’a pas d'autre solution que {at qui définit #” 
de façon unique. 

Quelle est la précision de la solution approchée obtenue? On 
introduit l’interpolant linéaire par morceaux #°e H* de 


an" (x) — ÿ u (y) y (x). 
yen, 


On note que les propriétés des fonctions w, permettent de dire que 
ñ" (x) = u(x) Vxe 0,. ce qui justifie le nom d'interpolant donné 
à #.. 
LEMMR 5.1. Les fonctions n° el &" ainsi obtenues vérifient 
l'identité 
Lu — ue a — uw) = Lu — 0 D — n), 
avcc 4 la solution du problème (5.6). | 


DÉMONSTRATION. L'identité intégrale (5.6) entraîne 


Lu, ®) = (f, c). ze Q,. (5.20) 
On additionne ces identités munies des poids «,, 1l vient l'égalité 
L(u,w)={(f. w*) (5.21) 


car le produit scalaire ct la forme ZL sont linéaires par rapport à 
la seconde variable. Si l’on opère avec (5.18). alors on a au licu 
de (5.21): 


Lu, 7) = (f. pe). 
On fait la différence de cette égalité et de (5.21): 
| | L Li —u, w') = 0. 
On démontre de même que 
Lun. n°): 0, 
d'où 
Lu — uw. w)= Lu — un, à). 


On obtient le résultat voulu en retranchant L {a — n. w) de deux 
membres de cette égalité. 


Nous allons déduire une inégalité simple reliant la précision 
de la solution approchée #* ct celle de l’interpolant #%”. 
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LEMME 5.2. Les fonctions w' ci &" satisfont à l'inégalité 


L L à 
| ph — u| < LG — 0 MAX {4j. Ga} 
min {a,, a.} 
DÉMONSTRATION. On aura besoin de deux inégalités auxiliaires. 
On applique à L(z. w) l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, il vicnt 


QUE | 
<f\«| ve j'a) ((É) F + (2) | 


On remplace a (x) sous le signe | par max {4,, u,} ct on utilise 


la définition des normes || ct |w|: 
L(v. 5) < max {a,, a |] |æwl|. (5.22) 


On cherche une minoration de L(v, v). Par définition d'une 


forme, on a 
L (er, à = {e En dv \2 av \: =: 
1 OX; LA nl de 


On remplace a (x) par min {,.4,} ct on utilise la définition de 
[ol, il vicnt 


L(v, v) >amin {as a, ]zl*. (5.23) 
On évalue les deux membres de l'identité du lemme 5.1 par les iné- 
galités (5.22) ct (5.23) où l'on pose v = #° —# ct w = 7 — n: 
min fa. ae} | — f°< L (ns —_ mu —u) — 
= Li — um —-u) < max {ai a [it — nu] [nt — ut. (5.21) 


Si [a — | = 0, le lemme se trouve démontré. Soit | #°— u| 0. 
On divise (5.24) par min (@,. a.) [#* — "|, ce qui fournit l'esti- 
mation désirée. 


» , . [/ _ }, 
On apprécie l'erreur sur la solution #' au moyen de l'erreur sur #”. 


TIHÉORÈME 5.3. On suppose qu'on cst, pour le problème (5.6), 
dans les one (5.5). La solution approchée u* obtenue par la 
méthode de Galerkin (5.17), (5. 18) admet l'estimation 


| u — u|<c; (l “ Îzo + [lu Î3 es): 2) 


* [u] désignera jusqu'à la fin du paragraphe une des normes de la fonction 


u (voir [ul, p. 188). 
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où h = max {h,, 4}. 


DÉMONSTRATION. On évalue | &#* — #] moyennant les inégalités 
de [371 


21" ou L . 
— — < 44° : = 32 
(ac sels à 


a, 
avec £ — |. 2. On en fait la somme pour les deux valeurs de 5, 
il vient 

pie Re 2 : : 
Qu —uf<sSÆ(|ul 2 (04) + || #]| 13 a): 

auquel cas le résultat du lemme 5.2 entraîne 

h _ +, Max {ny d1 2, + 2 1/2 

| 4 ul < 2 Vÿ2# a u|| n2 (0) lol 12 (0) : 


Les quantités [|#|,2,,, étant finies, on a (5.25), c.q.f.d. 
CT 


Ainsi, la précision de la solution #" de Ja méthode de Galerkin 


est obtenue pour la norme| #*— u|. Avec lethéorème de l'immersion 
de #!(Q) dans Z,(Q) (voir [261). on évaluc la méme erreur en 
norme L:(Q). En cffet, le théorème implique 


]l re" —- 0 lun < el Wu — n|. 
On utilise l'estimation (5.25). il vient 


Lu — «< Ch. 


#1] ce 


Mais cette inégalité n’est pas caractéristique de la méthode de Galer- 
kin car l'erreur cn norme L,(Q) est en réalité unc quantité du second 
ordre en #. On le démontre par le procédé décrit dans [39], [591], 
[118]. 

Soit le problème (5.6) avec un autre second membre. On cherche 
une solution w telle qu'elle vérifie l'identité intégrale 


La, v) = (u — uv) Vrewÿi(Q). (5.26) 


Comme {(#"—xw)eL.(Q), on a (voir le début du paragraphe) 
weW3(Q,)NnWS(Q) ct la majoration 


: & | 
] w ||y2 (Q,) + [lo Îlrz (a < (4 re —- u||,. (O) (5.27) 


On trouve par la méthode de Galcrkin (5.17), (5.18) une solution 
approchée we H" du problème. Cette solution satisfait également 
au théorème 5.3, si bien que 


ut —w|<csA(lwlizço, + a lag to) 


=) 
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d'où, par l'estimation (5.27), 


fu" —wl<ecs Ale — #0: (5.28) 
On pose v = #" — w dans (5.26) ct on utilise la propriété de commu- 
tativité des variables de la forme bilinéaire L, il vient 


ut — af jn, = Lu —u)= Lu — 1). (5.29) 


Comme w°e H*. on a 
Lu — 0. à) — 0. 
Avec cette égalité. (5.29) devient 
Le — x IL, mn = L (a —- 1. ù — x"). 
On applique successivement (5.22), (5.25) ct (5.28): 


Lu. on I (a, MAX fa au — ul|iwo— x |< 
2 ; 2 pol À 
< max {aa} c;@ Al — 0] 0 Ulis tes + thus cou) 


Sifpu — u Il, (a, <0,0n divise l'inégalité obtenue par cette quantité 
et on se sert de l'estimation (5.15), il vient 
! : ps à 
he — lun <s A T t00 - (5.30) 
Ce résultat est juste à fortiori pour || #"-— # Ilz, em = 0. 
Ainsi, l'erreur commise sur la solution approchée #" du problème 


(5.1) à (5.5) résolu par la méthode de Galerkin (5.17), (5.18) cst une 
quantité de l'ordre de X° pour la norme 7, (()). 


4.6. Dégagement des singularités 


Dans ce paragraphe, nous décrirons un procédé de dégagement des 
singularités qui apparaissent au voisinage des points anguleux. 
S'agissant des problèmes en dimension deux. on utilise volontiers, 
cn plus du resserrement du réseau autour du point angulcux, le 
procédé qui consiste à ajouter aux fonctions de base locales usuclles 
des méthodes de Ritz ct de Boubnov-Galerkin (ce sont par exemple 
les fonctions linéaires par morceaux sur les triangles qui portent le 
nom de Courant; voir [81]) des fonctions singulières qui décrivent 
bicn le comportement de la partie irrégulière de la solution au voi- 
sinage du point anguleux (voir [38], [60], [64], [1327). Ce sont en 
général les termes principaux des développements asymptotiques de 
la forme (4.7) qu'on transforme de façon qu'ils vérifient les conditions 
aux limites essentielles.On prend des fois des termes suivants pour 
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atteindre unc précision cn #°. On notc que ces termes doivent être 
connus à des constantes multiplicatives près qui deviennent les 
inconnues auxiliaires du système algébrique de dimension finie 
intervenant dans les méthodes de Ritz et de Boubnov-Galcrkin. 
Dans deux paragraphes précédents, on a motivé les résultats moycn- 
nant un des procédés possibles de dégagement des termes principaux 
des développements asymptotiques. On l'utilise constructivement 
pour former les fonctions de base singulières de la méthode décrite. 

Voici une autre façon de traiter lessingularités au voisinage des 
points angulcux. On remplace lc problème initial par plusicurs pro- 
blèmes dont l’un cst à donnécs concordantes ct possède une solution 
régulière, ct les autres ont des données n'ayant pas cette propriété 
et un domaine de définition plus simple qui se prête bien au calcul 
numérique ct où l’on introduit commodément les coordonnées po- 
laires. En dimension deux, ce domaine standard peut être un scc- 
teur circulaire d'angle d'ouverture déterminé. Les problèmes sont 
résolus simultanément par le procédé alterné de Schwarz. La mé- 
thode décrite s’est formée sous l'influence de [12], où l'on justific 
la résolution de l'équation de Laplace sur un polygonc par la tech- 
nique de Schwarz pour les réscaux de discrétisation polaires ct 
rectangulaires. 

Désireux de simplifier l'exposé, nous nous Lornons à un domaine 
avec un seul point angulcux. 

Soit © un domaiïine lipschitzien borné de frontière T régulière 
partout sauf au point (0, 0) au voisinage duquel l'est formée de deux 
segments de droite qui se coupent sous l'angle De(0,27) (fig. 4.9). 
Soit, dans Q, l'équation 


— Au=}f (6.1) 
avec la condition aux limites 
= g sur Pl. (6.2) 


On suppose que 
fer (n) (6.3) 


At avec unc constante &æ € (0, 1). On désigne 
par l', le tronçon de F qui complète Îles 
segments de droite issus du point (0. 0) 
de façon à obtenir l'tout cntière. 1", cest 
supposé suffisamment régulier: 


Dec (6.4) 


On cxige que 
Fig. 4.9. Domainc avcc 


point angulcux LE = és (UN (0.0)) (0.5) 
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ct que la fonction g admet en (0, 0) des limites finics. ainei que ses 
dérivées jusqu’à l’ordre 4 inclus prises le long de l. On connaît 
pour les angles r/7, j = 2, 3, …, des critères simples de concordance 
des données qui garantissent la régularité de la solution du problème 
de Dirichlet (voir [51]). Les autres critères ont un caractère intégral 
compliqué, si bien qu'on n’assujettit dans ce paragraphe le second 
membre f ct la fonction g à aucunc condition de concordance. On 
note que la solution du problème (6.1), (6.2) peut même nc pas être 
continuc sur Q, mais qu'elle jouit de la propriété 


ueC‘T*(G,) (6.6) 


> 


quel que soit 9, & (2 dont la distance à (0, 0) cest unc quantité 
positive (voir [26]). 

On introduit les coordonnées polaires (r, ©) de centre (0, 0). 
On choisit un nombre a > O0 tel que l'intersection de € ct du 
disque de rayon a centré en (0, 0) soit le secteur 


Si, = {(r, p), 0 <r< a, 0 < 9 < di. 
Le secteur circulaire de rayon 4/6 scra noté S, : 
Ss = {(r, D): 0 < 7 < a]6, 0 < 9 -< pi. 


On verra plus loin qu'il y a intérêt à prendre a le plus grand possible. 

On suppose que Ie d:mainc Q cst inclus dans le carré {(x, y): 
—b<x< db, —b< y < b}. On couvre celui-ci d'un réseau 
carré de pas /! — b/N formé par les lignes x, == 14, , — j4,1, j — 
= — N., .…, MN. Soit Q, l'ensemble des nœuds intérieurs du 
réseau ct F, l’ensemble des nœuds frontières (voir n° 4.2.1). On 
suppose de plus que 


On définit pour D, l'ensemble 9D, des nœuds frontières. Il corres- 
pond à chaque point de D, dans les directions parallèles aux axes 
de coordonnées quatre nœuds voisins, 1.c. quatre nœuds le plus 
proches qui sont, ou bien dans F,. ou bicn dans Q,. On appelle 
D, la réunion de l’ensemble des points de D, ct de l’ensemble des 
points voisins. On pose naturellement 


0 D, — D, D). 


On observe que la distance de chaque nœud de D, ct du point (0, 0) 
cst au moins égale à a/6 — }. Puisqu'on s'intéresse à la façon dont 
la solution approchée se comporte quand # — 0, on cstimera dans la 
suite que X cest suffisamment petit, par exemple 


al6 — h> a/8. 
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On définit en chaque (x, v)eD, l'opérateur aux différences à 
cinq points 


Lys (x. v) = 
he (a 1 d ') LE (x — On v) pe À (1 4 6,)-t- 
h CA + PO, 0, 1 
1 ] 1 
ter 0) fit ti) er Gt 6.7 
UE D a re re LA | (6.7) 


où (x + 1. j'), (x — do. v), (x. v + 0,). (x, 4 — 0,) sont les points 
de D, voisins du nœud (x. Dep, Si les quatre distances 5,, 5, 
0,. 0, sont #, alors le nœud (x, y) cst dit régulier. Tous les nœuds 
régulicrs de D, forment un ensemble noté D;. Les nœuds restants 
de D, s'appellent nœuds irrégulicrs. On pose Dj" — D, Di. 

Comme tous les nœuds de D, sont distants de (0, 0) d'une quan- 
tité au moins égale à a/8, l'opérateur aux différences L, sur « est ap- 
proché à 1 ‘ordre 2 aux nœuds régulicrs ct à l’ordre "O aux nœuds 
restants. En cffet, on vérifie sans peine que 


L, u(x, v)-— Aux, v) == at (x, v}. (x. v)e 1),. 


et 
| 4 (1. v)|< < lc, V (x, “ D, (6.8) 
| «° æ (x. Ne | < < Ca Va. vje DK, (6,9) 
où les constantes 
| 8 te FAET: | 
Cy = ——|max mnax 6.10 
ri 9x" + Q: " 
és = 2 [max Ja - max | : (6.11) 
Ü: 0 x° ü° Ô 7° 


Ici Q, est l'ensemble des points de f dont la distance à (0, O) est 
au moins égale à a/8. 
Soit le problème discrétisé 


— Li = sur /),. (6.12) 
 —g sur OD,N 1. (6.13) 
“= # sur 0D,Nn9,, (6.14) 


avec w' une fonction discrète arbitraire définie sur OD, N Q,. 
L'opérateur L, vérifie le principe du maximum (voir [42]). si bien 
que le problème homogène associé au système algébrique linéaire 
(6.12) à (6.14) admet Ja sculc solution triviale. Aussi le problème 
non homogène (6.12) à (6.14) possède pour tout second membre une 


solution ane 1”. 
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LEMME 6.1. La solution du problème (6.12) à (6.14) admet 
l'estiimalion 


max | — | & Ch + max | Œ — te | 
Dh oD;,nQ, 


DÉMONSTRATION. On représente la solution ” par la somme 
ci + 3. les fonctions v; étant les solutions des problèmes 


—L u=0 sur L),, 
ui = 0 sur OD,NnV, (6.1) 
= w"—u sur OD,N9Q,: 
—[,w/f sur D,. 
“= # su OD,NV, (6.16) 
2 = u su dD,n!,. 


Le premier problème satisfait au principe du maximum qui 
implique 


max | vi | < | max | co nt | |: (6.17) 
Dh dDiNN 


La solution exacte # vérifie les égalités 
— [Lju=f+ et sur D,. 
"= £g sur 0D,n],. 
La différence <*  # — 2 est donc solution de 
— L, 2 = &« sur D,. 
' : (6.18) 
e = 0 sur 0D,. 


avec a évalués par (6.8), (6.9). 
Soit, sur D,. la fonction 


p” (x, v) _ Ch (262 — x?— 1°) D {: k° (x, y)e D, . 
' O si (x. v)e0 D,. 
Il est immédiat de vérifier que 


s (x v)>0 V(rx, v)ed0D,. 


— L, f(x »)> ch si (x, vje Di 
Ca Si (x, v)e D}. 
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Vu les estimations (6.8), (6.9), on aboutit au résultat 


— Lip (x )>le (x, 31 V(x me D. 


On a donc par un théorème de comparaison (voir [421) 


| <"(x x, »)|< (x, y) V(x, v)eD,. 
Avec la formule donnant la fonction £”, on en tire 
max <| Prius + ch. 
Dh 2 


Ou posc 
b° 
Ca HET Ca =|- “a Ci: 


et on obticnt 


max | 2 v'— 1 | < max [re — u | +- Ha | < max [co — u|. 
Dh D, 9D,NnQ% 
Le lemme se trouve démontré. 
Soit. dans le secteur S,, le problème 
— Aw=f dans S.:. 
w=g sur  OS,n |, (6.1) 


&@ = sur OS, I. 


Il admet évidemment pour solution la fonction #. En passant aux 
coordonnées polaires, le problème se récrit * 


ee LE (LICE ARC = (6.20) 
or: r Ôr r” do 
re (0, a). ne (N, D), 
210 = © y 0 
ee) g (r. 0). re (0. 4). (6.21) 
w(r. D) = gr, D). 
we, ») — u (a, œ), mc (0, ). (6.22) 


Si les couditions aux limites (6.21) ne sont pas homogènes. la fonc - 
tion inconnue est remplacée par une autre, à savoir 


©, (r.®) = w(r. a— |! nr (r, 0)  : (r. D). (6.23) 


* On conserve la notation des fonctions dans lesquelles on a effectué le chan- 
gement de coordonnées. 
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On note que la régularité de w#, par rapport à © coïncide avec celle de 
w. Le second membre de (6.20) ct la condition aux limites (6.22) 
deviennent par ce changement d'inconnuc 


— Lu. ee fs (6.24) 
re (0, a) € (0, D), 

a Cr. 0) = & (7. D) = 0, re (0, a), (6.25) 

w (a. s) = (0, e), ce (0, D). (6.26) 


où 


z, (a, o) = ua, ») - L — - + u (7, 0) - ee (a. D), (6.27) 
fe. 9 = ft a+ {t-ÆJÉE 6. 0 +26 T4 


- rt SE tr. w)| * (6.28) 


Le problème (6.24) à (6.26) est résolu par la méthode de la sépa- 
ration des variables. Soit F, (r) les coefficients de Fourier de /,(r, œ): 


fat = Ye () sin Be. 


les cocfficients étant calculés par les formules 
© 
F, (r) — ral (7, ) sin Ag de. (6.30) 
0 


On développe la solution #, du problème (6.24) à (6.26) en séric de 
Fourier: 
w (r. ©) — ÿ V4 (r) sin ko. (6.31) 


k=] 
Les cocfficicnts F, sont solutions des équations 


k°9:= 


D PRES 2 EW=F,  re(0. a). (6.32) 
| 
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avec les conditions aux limites 


|, (0) | -< co, AO ESS (6.33) 
où 
. 
ee = + (: (a. ©) Sin À2® do. (6.34) 
4) 


Ce problème aux limites possède pour solution 


ee - ; 
We Ge TE Â Re (2 Pt deb a (8% de + 
U r 


2 À ka 


AR 
+ ar (2) tt do + — =. (6.5) 
a 


Les A1 premiers cocfficients seuls nous intéressent car on peut 
prendre pour solution approchée du problème (6.24) à (6.26) la 
série de Fourier Rap 


) =; I, (r) Sin 43 ». (6.36) 
he 
Comment l'écart entre æ# ct la solution #, dépend du nombre A7 
de termes du développement (6.36)? La propriété d'orthogonalité 
des fonctions sin k}9 pour divers # entraîne 
® 
H", (7) — ral (r. ©) sin Àxo do. (6.37) 


o 
0 


On signale une grande s« réserve de dérivabilité » par rapport à 
o de la fonction w,. On s'intéresse surtout aux valeurs de W, et 
w, dépendant de re{a/8, a/6], i.c. de 7 appartenant au segment où 
w, admet des dérivées bornées continues de quatre premiers ordres. 
Dans ce cas, on garantit (voir [49]) la décroissance suivante des 
coefficients : 


W, (r)1< d,/k5, RS 2 Vrela,/S a/61. (6.38) 


Cette inégalité permet d'évaluer le reste de la série de Fourier de 
æw,. On a 


| æ, (r. œ) == Th (r. o) | — Ÿ IV, (r) sin hR2.0 < 
ke A+ 1 


2) LP, (r)|< 4, F4 _ + Vrela/8, a/61. (6.39) 


he M +1 kæM+1 
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On passe au dernier membre de cette inégalité à l’aide de l'estima- 
tion 


œ 
: ne — : hp =0 (6.40) 


ne ? MP 


(voir [48]). Pour qu'il y ait compatibilité entre la précision de la 
séric de Fourier tronquée ct celle du schéma aux différences, on 
pose Af du même ordre de grandeur que N. On admet, pour simpli- 
ficr l’exposé, que Àf — N. Comme # = b/N, l'inégalité (6.39) 
devient 


fu, (r. o) — 1 (r, 2) | < he. os: 


La recherche de w2 relève du calcul des intégrales auxquelles 
on substitue les formules de quadrature. On procède comme suit. 


On remplace /, à valeurs données aux nœuds (p,. 4), où p, — en 


U= j —, 1,j--0.1,.... N.parson prolongement /, linéaire par mor- 
cvaux par rapport à chaque variable (voir [37]), si bien qu'on a à 
l'intérieur de chaque rectangle élémentaire une fonction linéaire 
en p et d: 
= N° 
life) — seit: — 5) (an — D) Ji Ces À) + (db — d,) x 
X fa Cie Dial] + Ce — ee) biar — 9) A Cisre D) + 

+ (he 4) (pan di} (6.42) 

Si bel hs. dihlpelos. pitil. 


On substitue à /, de (6.30) son prolongement fa. il vient les fonc- 
tions linéaires par morceaux 
© 

Fi (a) = Â 7 (a. 4) sin 4 dy (6.43) 
0 

qui sont bien définies par leurs valeurs aux points p, parce que 


SA N PA > : 
le (po) = à [Giga —=.9): (94) Se (p— 01) Fr (£i4i)! SI SE ps. Gipi]: 


Aussi on calcule les intégrales (6.43) pour p = p,. 3 = 0,1, ..…., N, 
seuls. 

On remplace de mème la fonction z de (6.34) par son prolonge- 
ment linéaire par morceaux 


ON = À Lis — 9 8 (4) + (0 — Us (dt. (6.49 
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auquel cas 
2 (- | . 
Z PA (b) sin Æxb db (6.43) 
(D 
0 


constituc (comme (6.42)) la formule de quadrature des trapèzes 
avec. poids sin Av. 
On calcule de façon approchée les coefficients de Fourier : 


a a 
IF, (r) — he F, (e) 2441 de “+ 24 FE, (oo) M de + 
Fe UNE &\r/ P (a 3 y} g (9) $ ( 
0 r 
—4k É . ne | 
+: . Fe (e) 8 do + Se (6.46) 
| Ô 
Avec ces coefficients, on a, au licu de we. 
N 
4 (r. ») — » IV. (r) sin A2. (6.47) 


On se propose d'évaluer la différence de w2 ct 53. 


Selon les auteurs [37], [67], les intcrpolations linéaire et bili- 
néaire sont exactes à l’ordre deux pour les fonctions ayant des 
dérivées secondes bornécs. Aussi 


fie. )—f (ep. p|< dx V(p. b)e [0, al X [O, «1, 


[= (g)— 2 (9)1< di Vhaf[0, D]. 
Il résulte de (6.34) ct (6.45) 
® 
ln —5,|< _ [1sin Abd b< 24h, Be, 2, 
0 


De même, 
Fe) — F4 (o)|< 2d4h?,  pel0, a], bu 2. 


On retranche (6.46) de (6.35) ct on utilise les estimations obtenues, 
il vicnt 


1, (r) —- y, (r)| < d.h° æ[ Mo de A QE dp + 


vu 4 
Ly D ‘à + — 2 dh°. 
À 


Ù 
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On fait l’hypotèse que re[4a/8, a/6]. Le premier terme entre paren- 
thèses admet l'estimation simple suivante: 


S'agissant de r” ( PT dp. deux cas peuvent se présenter. 
Si À — 2/%, alors 


| OX do -=r*(Ind—Inr)< = In 8. 


Dans le cas contraire (ie. si À# # 2), on a 


pat 2 2 | a? 


ee 
+ 


TPE E ———— 
du [2 — 3x 12 — 34 


a 
“{e 1—)# 
7 


Le troisième terme est apprécié d’une manière particulièrement 
simple : 


Lé 


- | 2 
: “| UE + re. 
1k +2 2.k 


0 


Ces formules montrent qu'on a pour tout # «4/7 
LP, Cr) — I rl < din. 
SiAk >4,onal2—2#%|> aÀA{t/2, donc 
LP, (7) —W,(r)| < _. + 24h? (— l. * ME 


Etant données ces estimations, les formules (6.36), (6.47) entraînent 


N 
LE (r, æ)— wù (r. w)| < Ÿ IF Gr) —W, (n]< 
k=1 


[4/1 N 
L … d.h° 1 \2 2 
<< ÿ d,h + ÿ on + 24 3h° —) Ÿ 
A—1 ke |4/À] 1-1 


— 1° + d, 72 Le — | 2 de Ÿ° | 
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La première somme du dernier membre est évaluée moyennant 
l'inégalité (6.40), et on somme dans la seconde la progression géo- 
métrique. Finalement, 


À 
[ro (r, ®) — w (r. p)| < [<- + 2d, + << — h° — d,h° (6.48) 
6” — 1! 


Vre [u]8, a/6]. Voef[0, D]. 


On fait la somme de w3 et du polynôme retranché plus haut, ce qui 
donne au lieu de w (identiquement égale à # sur S,) la fonction 


w (r. œ) — ws (r. @) + [ l —Ÿ)4 (r, 0) + Ps (r. D). (6.49) 


solution approchée du problème primitif (6.20) à (6.22). On réunit 
les estimations (6.41) et (6.48) en l'inégalité caractéristique de la 
précision de #4 dans la bande [a/8. a/6] X [0, œ]: 


| æw* (r. o)— ur. +) <{de rs 4 he = d,h°. (6.50) 


On applique la méthode d’approximation (6.42) à (6.47) au 
problème 
Aw,—0 dans S,. 
ws = 0 sur 9S,NnF, (6.51) 
Ws — © Sur OS,IXF. 
On passe aux coordonnées polaires et on note qu'il suffit de définir 


z, aux points (a, @,), : — 0, .…, N. Les formules (6.42) à (6.47) s'écri- 
vent pour (6.51) 


© 
Z AE (a. 4) sin A4 dy. 
0 
WW, (r) = e Zi. (6.52) 
at 
LES Pt. à 
avec 2, l’interpolant linéaire par morceaux de :, et 
N 
we (7. ©) = Ÿ W, (r) sin ko. (6.53) 


k=1 
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On demande la relation entre la décroissance de w$ en valeur 
absolue et la distance à la portion de frontière avec les conditions 
aux limites non nulles. On introduit les notations 


LL d 
2 


Il résulte de (6.52) 


Leds 
0<9<cD OGjJeN 


L, ( 


2( à 
<  (lsin Bel delAlle< LE El 
0 


On examine les valeurs de WW, (r) dans la bande [a/8, a/6 ] sous 
l'hypothèse de À >1/2. Aussi 


RACISME 


C Vrel[a/S,u/6]. 


T 6 


On récrit (6.53) à la lumière de cette majoration: 


N 
| we (r, e)| < SW, (r)]] sin ko | do < 


M2 ne 
<È + (EN Elle leale 
| 


R ( : 
Avec la notation 


4 


= ——— ) (6.54) 
x (V6 — 1) 
on a 
max [w (r. o)| < q|F>llc- (6.55) 
a/s<r<a/s 
NnG<o<D 


Soit le problème 
Aw,;—/f dans S,, 
w;—g su OS,nF, (6.56) 
Wy—Z Sur OS, \X PF, 


avec z une fonction définie sur OS,  P. La solution approchée 
de (6.56) est évaluée à l’aide des estimations (6.50) et (6.55). 
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LEMME 6.2. Onsuppose que le problème (6.56) est résolu par la 


méthode (6.42) à (6.47). La solution approchéc ws dépendant de 
re[a]8, a/6] admet la majoration 


wx (r, @)—u(r,&) | <d.h?+4 max | : (a, p,) — u (a, »,) |, (6.57) 
0<j< 


où la constante d, est prise dans (6.50) et q est introduit dans (6.54). 


On décrit la méthode de résolution du problème (6.1), (6.2) dans 
son ensemble, qui emploic le procédé alterné de Schwarz (voir [89/]). 
On procède par itérations, chaque pas sc faisant en trois temps. 


ETAPE PREMIÈRE. On suppose connues les valeurs 2j (4, ®,), 
j = 0,..., N à partir du pas : — 1. On aborde le problème 


Au, — f dans  S;, 
DES sur  OS,NF, (6.58) 
D = tin Sur OS, \XE 


par la méthode (6.42) à (6.47). On calcule la solution approchée 
vi aux nœuds de 0), N A, seuls. L'affirmation du lemme 6.2 
implique l'inégalité 


max rt — 1 | < d, + qg max | (a, ©) — ua, ©) |. (6.59) 


Le nombre d'opérations arithmétiques est à ce pas de l’ordre de 
NS ou N= selon que le second membre est non nul ou = 0.11 ya 
donc intérêt à calculer celui-ci avant la première itération. Certaines 
variantes de la transformation de Fouricr rapide permettent de ré- 
duire ce nombre à V2 In N (voir [112]). 


ETAPE II. Connaissant les valeurs de 2} sur 0D, NA A,.on pose 
le problème aux différences 


— Li = f sur D),. 
MW = £ sur OD,NF,. (6.60) 
} h 
Us = 7; sur 01), N (,. 
Sa solution vérifie par le lemme 6.1 l'estimation 


max | i—ul<cht+ max] vi — "|. (6.61) 
D; dP;,NQ; 
ETAPE III. Le procédé continue si l'on connaît les valeurs 


approchées de # aux nœuds (4, #,) du réseau polaire. On cffectue 
donc une interpolation linéaire par morceaux simple sur ces nœuds 
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à partir des valeurs de #; en trois nœuds les plus proches du 
réscau carré D,. il vient la fonction 


% (ad, p,) = ÿ G, (x) n5 (x). De DEN Ne 
xe D, 
avec les poids G, (x) qui sont pour tout j positifs en ces trois nœuds de 
D, ct nuls partout ailleurs. Comme la distance de la droiter = a ct 


du sommet de l'angle est une quantité positive, la fonction # est 
suffisamment régulière dans le voisinage de 7 — a. et on cstime 


uw (a, )—ÿ, G,(x) u(x) | < d,°. 
xD 

Si l'on tient compte de la propriété 

| Ÿ 6, (x) 

xeD) 

des cocfficients d’interpolation, on aboutit aux inégalités 

|: (a. D, )— uw (a. o,) | < 

< Ÿ G; (x) | 4 (x) — (x) | + 


xGDh . 
+ |u (a, 9) y, Gy (x) # (x) |, 
eD; 
d'où 
max [2 (a, o,)— ua, p,)| <dih? + max [ui — u|. (6.62) 
OGI<N xeD, 


Ainsi, on vicnt de décrire le 5-ième pas itératif. On vérific aisé- 
ment que les inégalités (6.59), (6.61). (6.62) conduisent à 


ma X | 5 “i (a, P;) — (ue. 2) | < (cg + (Ce À d)h® + 
CA 


V<J< 
+ q ax [is (ep) — ua, #,)]. (6.63) 
<i< 
Il suffit de poser au départ % = 0. On recommence plusieurs 
fois les trois étapes et on aboutit à une solution approchéc exacte 
à l'ordre 2 


THÉORÈME 6.3. Si Le problème (6.1), (6.2) remplit les condi- 
lions (6.3) à (6.5), le procédé par rlérations 1 à III converge, et 
l'on a pour l'approximation initiale 2 = 0 

max | 25 — u| < d,h? + d max | u|, (6.64) 
Dh 1 


avec g défini par Lu relation (6.54). 
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DÉMONSTRATION. Comme 2% = 0, l'inégalité (6.63) implique 
max|:i(a,0,)|— u (a. o,)| < (cs + d, + dg)h? + g maxlul. (6.65) 
PA F 


0<J< 


Avec 1 — 2 autres estimations (6.63), on a 


max {sis (a, p,) — w (a, »,)|< 
LS P AI 


< (d3 + de + PILES D gd +g— max | u | < 
+) 


t= 0 
rm + 7! max ||. (6.66) 
— q a 


Etant donné que la solution approchée du problème (6.58) admet 
l'estimation (6.59) et celle de (6.60) vérific (6.61). il découle de (6.66) 


max | 1 — Il | < (cs À d; + nr me L + q max | u |. 
Da l—39 a 
On pose 
D SE de ar) 
É) C3 + d3 + = 

ce qui donne le résultat voulu (6.64). 

Ainsi, les termes de (6.64) devicnnent de même ordre au bout de 
l'itérations 


EE 2 | (6.67) 


La précision obtenue sur la solution numérique associée aux nœuds 
de D, est finalement de l'ordre de #*°. 

Voici un exemple numérique. On suppose que (2 est l’intérieur 
d'un carré de côté b — 2,4, centré en l'origine des coordonnées et 
muni d’une coupure d’extrémités (0, 0) ct (b/2,0) (fig. 4.10). On dc- 
mande dans ( la solution de l'équation de Laplace 

— Au= oO, (6.68) 
avec la condition aux limites 
u = 0 (6.69) 
sur la coupure F", et la condition 


1 (x, v) = g (x. y) (6.70) 
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sur les côtés F, du carré. Ici 


sr = VE à 
On établit facilement que le problème (6.68) à (6.70) admet pour 
solution la fonction 


uw (x, x) = g (x, ») sur Ô. 


Le problème a été abordé de deux manières différentes. L'un des 
procédés a consisté à employer un schéma usuel à cinq points de la 
forme (6.7), et l’autre a suivi les 
raisonnements de cc paragraphe et 
tenu compte de la singularité en (0.0). 
On note que le domaine {2 possède 
six autres angles. Comme ils sont 
droits, les conditions de concor- 
dance (3.6) sont vérifiées en ces 
points. Or, ces conditions entraînent, 
par suite de [8], [51], la propriété 
pour les dérivées quatrièmes de la 
solution # du problème (6.68) à 
(6.70), d’être bornées au voisinage 
desdits angles. Aussi il est inutile 
d'appliquer à ceux-ci l'algorithme Fig. 4.10. Carré muni d'une 
avec dégagement des singularités Né 

qu'on vient de construire. On a rc- 

groupé dans le tableau 4.1 les erreurs maxima sur les solutions 
associées à (2, obtenues par les deux méthodes. 


Tableau 1.1 


0,0375 


0,075 | 0,05 


Procédé itératif 


Schéma sux dif- 
férences à cinq | 0,10787 | 0,09636 | 0,08158 | 0,07168 | 0,05905 | 0,05147 
points 


On note que dans le premier cas l'erreur diminue proportionnel- 
lement à #°, comme il fallait s’y attendre, et que dans le second, 
elle est à décroissance lente. 


CHAPITRE 5 


PROBLÈMES NON STATIONNAIRES 


Les équations non stationnaires, cas plus ardu que les équations 
stationnaires, trouvent de nombreuses applications dans diverses 
branches scientifiques et techniques. La construction d'algorithmes 
correspondants procède des variables spatiales ct aussi du temps, 
ce qui complique singulièrement le problème d'améliorer la solution 
apprachée obtenuc pour plusieurs réseaux successifs. Mais ces amé- 
liorations sont néanmoins possibles dans de nombreux cas. C'est 
justement cette question qui scra traitée dans ce chapitre. Les au- 
teurs passent outre aux schémas de haute précision dont l’idée de 
base ct la mise en œuvre numérique sont différentes, mais qui n'en 
fournissent pas moins de bons résultats (voir [2], [4]. [17], [41], 
[431 [501 [1121 [t411). 


5.1. Equation parabolique simple 


On se place dans le cas parabolique simple qu'est l'équation de 
la chaleur en dimension un: 


rl rRE pl > co >0, (1.1) 
où xe (0, 1),/e(0, 1°). On définit pour # les conditions initiales ct 
les conditions aux limites 
(x. 0) = 0, xe(0, 1], (1.2) 
(0, D == 5 (0). 


(1, £) = u, (4), 

Soit Q le rectangle (0, 1} x (0, T), Q sa fermeture ct Z un nombre 
non entier positif quelconque. On introduit une classe de fonctions 
(voir [25]) pour caractériser la régularité des données initiales, des 
conditions aux limites et de la solution du problème (1.1) à (1.3). 


Le(0. T). (1.3) 
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On appelle H' { () l’espace de Banach des fonctions # (x, {) qui sont 
continues sur (), ainsi que leurs dérivées de la forme 


r+s 
re nus 
l'or 

pour la norme finie 

(0 

ul -< Cu»? + Ÿ Çuxn, (1.4) 

J-0 

où 
FM Ps te 


= 0, Lis PEL 
ot" 9x J 


oi = ÿ, max 
Q 


2r+s=) 


D 9 + ny, 


FA +s 1—{1] 
D A 
it : , 
< 7 — 0! ax : 


2r+s—[!] 


19 px 


(4/2) o' Ls te a 
RES _) 
al ox /1 


OLD rs LA? 


OR Ar 
(1,9, (7, €0 |x— x] 
D —u(x, d 
Qu sup RACE RER RES Be(O, 1). 
(a,1), (x, l)E Q | t—i | 


Pour que la solution soit continue jusqu'à la frontière, 11 faut que 
4, (0) — 4, (0) — O. (1.5) 


Nous dirons des égalités (1.5) que ce sont les conditions dc concordance 
d'ordre 0. Si l’on veut que la solution admet des dérivées du/ot ct 
d?u/0x® continues jusqu’à la frontière, on exige que 


2 (0) =f (0,0). (0) = f(1,0) (1.6) 
dt di 
(conditions de concordance du premier ordre). On dérive l'équation 


sous l'hypothèse de continuité jusqu’à la frontière de chaque dérivée, 
il vient ue { = 0: 


dt Ou _9 jp ôu Ô 0 Ou of 
ee 5e) +2pLitrd 
ot? PE + /]= ôx ôt SE ox 0x ôt ot 


HARieEn LAN 
PP (PO À Nr ir dr dr HA LL 
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La fonction # a ses dérivées par rapport à x nulles parce que la con- 
dition initiale cst homogène. Comme d°u/01* aux points anguleux 
(0, O0) et (1, O0) est cxpriméc par des quantités connues, la relation 
(1.7) entraîne 


d'a of. 

Fra (0) =: a" p — = (0, 0) ++ L (0. 0). 

: # (1.8) 
NC EEUR 


(condition de concordance d'ordre 2). On procède de même pour les 
conditions d'ordre supérieur. Il se trouve (voir [25]) qu'outre que 
ces conditions sont nécessaires pour la continuité jusqu’à la fron- 
tière des dérivées correspondantes, elles sont suffisantes à condition 
que les données du problème soicnt régulières. On énonce cette 
affirmation sous forme de 


THÉORÈME Î!.!l [25]. Soit À > O non cnticr, 
fe H“(Q). peH“t'(Q), u, 4€ CY?T")0, 1]. 


Si l'on est dans les conditions de concordance d'ordre 0, 1, …, [k/21] + 
+ 1, le problème (1.1) à (1.3) possède une solution unique ue H**° (Q). 


Soit maïntenant le problème (1.1) à (1.3), où #, = #1, =: 0 
sur [0, T], sous les hypothèses du théoréme 1.1, la constante / 
étant dans (3, 4). La condition de valcurs frontières et de valeurs 
initiales nulles n'est pas embarrassante. Si la fonction # était non 
nulle à l'instant initial: (x, 0) == v(x), xe[0, 1], on aboutirait 
à la condition initiale homogène en remplaçant # inconnue par 
w(x, !) = u(x, !) — v(x). Si l'égalité (1.2) est vérifiée, on rend homo- 
gèncs les conditions (1.3) en posant 


ox, = u(x, &) — (0 (1 — x) — xu, (6). 


Avec w ainsi construite, les conditions (1.2), (1.3) devicnnent homo- 
gènes. 

On fixe M >2 cnticr et on pose + — 1/M. On introduit les nota- 
tions 


wow = {4 =: 7= 1, 5 My. 

On prend le pas d'espace régulier. Soit # = 1/N, auquel cas 
oO, = {x =tih;i— 1,2, .…., N— 1}, 
De Sr, 14 2 =-0, lis Nr 
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On construit les réseaux rectangulaires bidimensionnels en tant que 
produit cartésien des réscaux en dimension un: 


Qi =: ©, X à. D = & X ©. (1.9) 


Les solutions approchées seront associées aux nœuds de Qi et 


les équations aux différences à ceux de Q% par le schéma implicite 
(voir [43], [1121, [1417) 


5 (pu); +f sur G@. (1.10) 


Comme il y a moins d'équations que d'inconnues, on fait recours 
aux conditions initiales et aux limites* 


us (x, 0) -- 0, XE, . (1.11) 
n° (0,{)=u7(1,1) = 0, Le ©... (1.12) 


On trouve dans [43] l'estimation suivante qui caractérise la 
stabilité de la solution discrète: 


j 
max [#9 (x. /,41)|< max | 4° (x, 0) | +- Ÿ + max |/(x./>)]. 
1€ On :E Oh j” -0 *E 


Nous en utiliserons la conséquence simple 


max|#]< 7'max|/|. (1.13) 
Ci @ 

On rappclle qu'on trouve la solution approchée #* par la méthode 
de balayage qui consiste à passer successivement d'un niveau de 
temps au niveau suivant. Le problème (1.10) à (1.12) est linéaire 
en #*, si bien que l’unicité est fonction du nombre de solutions du 
problème homogène. Or, le problème homogène (avec le second mem- 
bre / nul) n’admet par suite de (1.13) que la solution banale, d'où 
l’unicité de #°. 

THÉORÈME 1.2. On suppose qu'on est, pour le problème (1.1) 
& (1.3), dans les conditions du théorème 1.1, la constante ! Clant dans 
(3, 4). La solution du problème discret (1.10) à (1.12) admet le dévelop- 
pement 


next) = u(x. Lt) + lux, + sw(x, t) + 
+ (4 + 7) 7 (x, 0), (x,t)e Qi. (1.14) 


* Le souci de simplicité nous fait omcttre l'indice h et écrire #° tout court. 
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avec Les fonclions à el w continucs Sur Q el indépendantes de = et het la 
fonction discrète 1° uniformément bornée: 


| (x. t)l<e, Y (x. te Qi. (1.15) 


DÉMONSTRATION. On prend v pour solution du problème 


u(l,/) = v (0,4) = 0, te[0, TI. 


(1.16) 
v (x. 0) — 0, xef0. 11, 
où 
du rs 
Dr Era ro re re 


On note que les données du problème (1.16) remplissent les condi- 
tions du théorème 1.1, avec À — / — 2. En particulier, la fonction 

, est continue ct devient nulle au voisinage des points anguleux 
(0, 0) et (1,0). On est donc dans les conditions de concordance d'or- 
dre 1. La condition d'ordre 0 est vérifiée automatiquement du mo- 
ment que les conditions aux limites ct initiales sont homogènes. 
Aussi ve H'(Q). 

On prend w en tant que ass du problème 


diw 9 


— = — hp — sur 
ot 9x b£ a ë? Q 
w (x. 0) = 0. xef0,1l|, 
ne | (1.17) 
w(l.{) = v(0,4) = 0, tef[0, T'], 
OÙ OL = — — _. . Comme ge H°T°(Q) cet on est dans les con- 


ditions de concordance d'ordre Oct 1,onaweH'((Q) en raison du 
théorème 1.1. 


Les fonctions #°, #, v, w sont définies de façon unique aux nœuds 
du réseau Q,, si bien qu'on accepte l'égalité (1.14) en qualité de la 
définition de la fonction discrète x. Il reste à prouver la majoration 
(1.15). On substitue à #* de (1.10) le développement (1.14): 


deg + AE og + oo + (NW + A) 5 — 
= (pus)s + h* (pose + + (hurle + 
+ (AH 27) (prihs  f sur Qi. (IIS) 
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On utilise les lemmes 1.1 et 1.2, $ 7.1, il vient 


ou T Ou 1/2 » 
Et Lire. 
l ot + 9 at: + 1! 
dv 1/24 
D — —— + ne: 
(ar di H Ga 
dt 121% 
us = — += , 
| ot F 53 
0 du sf 1 on MT l 0 F DET: ! 
Us = —— p— + h|— AS CRE }+ We 
(9 2 0x ’ ox 24 vx h ox 24 d1 4 dx F Li 
Ô 0 1—9 
(Pos = = p = HNTES, 
dx 0x 
() dw 1—9 % 
(pws)s = — p — + TES, 
dx ox 
où 
| É, | < Ces Î — . 6, 


les constantes c, étant indépendantes des nœuds de @%. de A et +. 
On remplace les termes de (1.18) par leurs expressions ci-dessus : 
ôu » Ov 1 du dw » 1/21 1/2 

— + h— En a) he? JE 

 : FT ne nd LS 

ôr 


ox 


T 


++) Sp R 


| 0° Ôte ô O1 fi) dv 
k|— RE PRES +} 
LS : 0x3 ? 0x L 24 ôx 9x3 1 dx ? àx L 


+ (AH Re) En + (M + +7) (pois + sur Qf. (1.19) 


{I div 

+ ox à où 
Ici 

[81 <ci + Ca + Ca lésl<Ci+ts te: 
On omet les termes en 4°, +° car # vérifie l'équation (1.1). Les coef- 
ficients de #° des deux membres de (1.19) se détruisent mutuellement 
parce que l'équation du problème (1.16) entraîne 

ôv ) ôv 1 of ou 1 9 031 
dt x p dx F 24 63 ? x F 24 dx ? ETS 


La fonction æ est telle que 
ôw 1 4 à dt 


— # 
—-. — mt 


ot 2 Oôf* ôx dx’ 


condition qui permet d'identifier les termes en +. La formule (1.19) 
se récrit donc 


QU + 2) NE = (UP) (probhs + (AR) E 
(RE EU LP) 7, sur Of. (1.20) 
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On fait appel à l'inégalité de _. so (26): sia >0, b >0, alors 


ab< — L'on — b?, 
? ?° 


où 
L + ne — | 
? ?° 
S'agissant des produits he ct he 2° 'ona 
?-< ( — +} ho + 2e sr 
l l 


D — 2 . 
h2 7 te + h + (—<+)<##< 8 + 4 


respectivement. On divise (1.20) membre à membre par #° + + ct 
on utilise deux dernières inégalités, il vient 


% = (PM) + Eo sur Q;; (1.21) 


avec 
6 
[éHl<2Ÿ G=cz. (1.22) 
i=1 


Afin d'appliquer l'estimation (1.13), il faut déterminer les conditions 
initiales et aux limites pour r° discrète. On a pour / — 0 


a (x, 0) = v (x, 0) = wæ (x, 0) = 0, xe(0, 11, 
4° (x, 0) — 0, XE Gh; 
si bien que la formule (1.14) implique 
" (x, 0) = 0, NE On: 


On vérifie de même à l’aide des conditions aux limites correspon- 
dantes que 


# (0,4 = m(1, 4) = 0 View.. 
Ainsi, l'estimation (1.13) est valable pour l'équation (1.21) et four- 
nit l'inégalité 
max|n|<Tmaxlél<cT. 
A A 
On a donc la majoration (1.15), où c, — c.T, ce qui achève la dé- 
monstration du théorème. 


On note que la régularité en x et en £ de la solution n'est pas la 
même, si bien que les pas h et + ne sont pas équivalents en ce qui 
concerne l’ordre de précision. Si la régularité en x entraîne que la 


précision de la solution approchée est au maximum en k*, elle est 


5.1] ÉQUATION PARABOLIQUE SIMPLE 271 


en <*/2 lorsqu'on fait abstraction des dérivées d'espace. Il est donc 
naturel que le développement (1.14) renferme + à côté de #?. 

Nous voulons décrire un procédé de raffinement basé sur le dé- 
veloppement (1.14). On admet que toutes les conditions du théo- 
rème 1.2 sont remplies. On choisit M >2 et N > 2 entierset on cons- 
truit le réseau Q; de pas temporel r — 1/M et de pas d'espace # — 
— 1/N. On cherche la solution # du problème (1.10) à (1.12) sur 
le réseau Qi. 

On construit le réseau Qf% de pas +/4 et 4/2 et on cherche la 
solution #/ du problème. Ainsi, on a deux solutions approchées 
1# et 7/1 associées aux nœuds de Qi. On prend leur combinaison 
linéaire 

U(x.t) — — FAX, 1) — — n° (x. 4), (x,/)eQï (1.23) 


et on montre que la solution améliorée U approche la solution exacte 
9, ee l 1 © . 
avec une précision en # + +/? pour la métrique uniforme. 


Les solutions approchées admcttent en chaque nœud (x. {)e Qi; 
les représentations 


us (xt) = ue (x, 2) + He 0 (x) + ru (x, 2) + (M + 2) ve (x 0, 


: 1 à 2 
6x 1) = n (x, 4) + — o (x. 0 + Zao(x + = A (x, t). 
Comme les fonctions #, v et w sont indépendantes de et #, on utilise 
l'égalité de leurs valeurs qui fait que les termes en 2 et w# se détrui- 
sent mutuellement, ct on forme la combinaison linéaire: 


Ulx. = u(x. 1) + (W + A) — (2 (x D — 4 (x, D). 


Etant donnée l'estimation (1.15), on trouve 


[U (x. 1) —u(x.t)|< 
(2 + De (4 + 7) « (Hd) (124) 


À 
pour tout (x,{)eQ@:. 

Ainsi, la solution (1.23), combinaison linéaire des solutions 
approchées exactes à l’ordre + + #* approche la solution correcte 
1 (x, {) aux nœuds de Qi avec une précision en hl + 28 3 < I < 4. 

Il y a lieu de dire que quitte d'augmenter légèrement la régula- 
rité des fonctions f et p (par exemple, fe H°T® (Q), pe H°T® (Q), où 
a€(0, 1), tout en se contentant des conditions de concordance du 
théorème 1.1, on garantit pour (1.23) une précision de l'ordre de 
h4 + +2, En effet, les dérivées figurant dans les restes en k# et +? 
des erreurs d'approximation sont bornées malgré les discontinuités 
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aux points anguleux (0, 0) ct (1, 0). On lc justifie en général par de 
longs calculs qui n'ont aucun rapport avec le schéma aux différences 
concerné. 

Si l’on exige que les données du problème soient plus régu- 
lières et que le nombre de conditions de concordance dépasse ce- 
lui du théorème 1.1, alors la solution du problème (1.1) à (1.3) 
présente une régularité plus grande. Il se trouve cependant qu'on 
n'obtient un développement (1.14) suivant les puissances de 4 
et r avec reste d'ordre supérieur à #? + + qu'en modifiant l’équa- 
tion différenticlle. Le faitest que les cocfficients du développement 
sont définis à partir des problèmes auxiliaires qui ne satisfont 
qu’à deux conditions de concordance. Pour qu'elles soicnt plus 
nombreuses, on fait la substitution 


u(x D =2(x D + x (— x) Rx). 


Ici 5 est la nouvelle fonction inconnue et À un polynôme en x et 
t qui garantit la concordance pour les problèmes auxiliaires. On 
note que cette substitution n'influe pas sur la régularité de la solu- 
tion ni sur l’homogénéité des conditions initiales ct aux limites. 

Si l’on approche les dérivées d'espace par des schémas aux dif- 
férences du chapitre 3, on adapte assez facilement les résultats 
obtenus pour les coefficients discontinus (le lieu de discontinuité 
étant fixé), le troisième problème aux limites et les coefficients dé- 
pendant de la solution. (Dans [43] l'estimation utile (1.13) est 
justement transposée à ce cas.) 


5.2. Amélioration de la précision dans une méthode 
de décomposition 


Soit l'équation d'évolution abstraite (voir [21]) 
_ + Au= f, te (0. T). (2.1) 
t 
avec la condition initiale 
{1 (0) — Uo: (2.2) 


Ici u(/)et (2) sont éléments d'un espace de Hilbert Æ muni du pro- 
duit scalaire (u, v) et de la norme 
Lui = (nu). 
L'opérateur linéaire À est indépendant du temps” et défini non 
négatif. 1.0. 
(Au, u)> 0 Vue H. 


* L'indépendance par rapport à f, voire à u, est sans importance, 
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On suppose de plus que la solution u du problème et le second membre 
f possèdent un nombre suffisant de dérivées bornées par rapport à £. 
Nous nous proposons de justifier de deux manières différentes la 
convergence ct l’augmentation de la précision pour une méthode 
de décomposition. 

L'opérateur À cst supposé admettre la représentation À -: À, + 
+ 4,, À, ct 4, étant non négatifs. On partage le segment [0, 7] 
en M parties égales et on introduit les notations 


Soit le schéma 


A 4 es Lie Re 


(2.3) 
V0, + A, 0° (/) = 0, le 0,. 
avec la condition iniliale 
u* (0) = u,. (2.4) 
Le schéma est absolument stable, et on à l'estimation à priori 
max | u (91L< well + T max NE (9 M (2.5) 


qui garantit l'unicité et la propriété de borne de la solution approchée 
(voir [30)). 

La première façon d'agir pour légitimer le procédé de raffine- 
ment consiste à éliminer la valcur intermédiaire ct à examiner les 
propriétés d’approximation et la convergence pour le problème ré- 
duit 


(++ A) (1 + de) ut () = ut (ir) + <É (D, Leu, | 


2.6) 
u* (0) = u,. 
Ici Z est l'opérateur identité dans H. On suppose d'abord que 
UM =u+-v + vo +Tin sur à., (2.7) 


avec Vi, V2 indépendantes de + ct n° une fonction discrète bornée. 
On substitue ce développement à u° de (2.6), il vient 


(l+=4)(1+-4)(u+rv, +rv + Sn) |, = 
= (u+=rv, += ve + Ton) Le + 7f(4). 
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On développe u. v,. v, supposées suffisimment régulières en formule 
de Taylor 


_. 2. ____ du + du __w du LL A 
a (eu (ns LÉ LÉ ie, 
v(—<)= vi(!) — 5 (+ TE = (4) + Es. (2.8) 
— +) — 2 NS A Se 
Va ( t) v. (4) dE (2) “+ +° Es. 
où 
ILE, ÎL:< c; Vlew.1—1,2,3. 
On a 


(l+r4,)(+-4,)(u+zv, + rt v + Tr) — 


—u(/)++r + +- vi) ea ci bee = val | + 


2 di° di 


| dîu 1 dv, dv, 


- Nr at 2 T ES 
-#| 6 di 2 df ae ]e + ent dE 


+ sf() + (+6 +E)k. 


La multiplication des parenthèses et la réduction des termes sem- 
blables donnent 


T° (Av, + A, Au), + (Av + A 4 vi) + 
4 98 44 4e va(0) + 58 (1 + +43) (1 + 5 4e) n° (1) = 


Lens mie. 
[9 dar 4 | D D 6 dif 2 dE dt | 
+ 7° n° CS cr (Bi + Es i- Es) lee (2.9) 


On égale les coefficients de <*: 


AY; + 1: Aou — — 


—_— ‘= 
= ee 


t 


du dv; 
a l À 
af di 7. 
On fait l'hypothèse de À, 4, u borné pour tout /e[0, 1°], auquel cas 
on cherche v, comme solution du problème 


1 d'u PA 
_—— EEE n À, Uu, Le 0), 1 ’ 
2 dr de Le 


V, (0) = 0. (2.10) 


La condition initiale exige quelques éclaircissements. Le développe- 
ment (2.7) a lieu sur ©. si l’on a à l'instant initial 


u (0) = u(0) ++ v,(0) + + v:(0) + nf (0). (2.11) 


dy; 
— + v, — 
dt : 
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Puisque u° (0) = u (0) = u,, l'identification des termes semblables 
donne 
7 V1 (0) + 7° va (0) + <n (0) = 0. (2.12) 

La condition initiale du problème (2.10) vient en égalant à 0 le 
coefficient de +. 

Le fait d'avoir pris v, pour solution de (2.10) ramène la relation 
(2.9) à 
(A va ide ville + 54 A2 ve (0) + (4 7 43) (1 + 5 )nt (0) = 

1 d 1 d dv 
nr À reel Lee | US Hd LE 


6 dd! 2 dt: 
+ 5 (6: + E + 83) le (2.13) 


Pour que la fonction n° soit bornée, il suffit, conformément à (2.5). 
de choisir v, telle que (2.13) ne renferme que les termes en = ct les 
termes contenant n°. Ce choix de 7, conduit à l'égalité 


Av+A 4e ———+——1— , leu. 


On assujcttit v, à satisfaire à 


dv. 1 du 1 dv 
: Av=——— + — 7 — À, 1À,v,, tel0,T|, 
raUl - 7e ET SE [ 


sur tout le segment. On note que la condition initiale homogène du 
problème de Cauchy ainsi construit garantit la borne de n° (0) de 
(2.12). Avec l'hypothèse de À, 4, v, borné, on aboutit donc au pro- 
blème qui définit v, de façon unique. 

La relation (2.13) devient pour v, ct v, ainsi choisis 


(1 + <A,) (1 + 743) n° (0) — 
= né + (Bit +) k—TAideve(). lea. (2.15) 


Ainsi. les fonctions u°, u, v,, v. sont définies dans (2.7) de façon 
unique. Il en est donc de même de n°. On démontre la propriété de 
cette fonction d’être bornée. L'égalité (2.12) donne lieu à la condition 
initiale 


n° (0) = 0. (2.16) 
Le produit À, 4, v; étant borné, on a par suite de l'estimation (2.5) 
In: < © View. (2.17) 


Ainsi, les fonctions v.,. v; sont définies et indépendantes de +, et lu 
fonction discrète n° est bornée. 
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Comment on utilise le développement obtenu? Soit M > 2 
un cntier naturel. On cherche les solutions du problème (2.3), (2.4) 
pour les pas r — T/M, +/2, </3. On a pour le réseau &, de pas +: 


uw =u+-sv+-v +n, 


sut vit 


. 3 
eut Ev+ Ent En. 


On fait la somme avec les poids respectifs Y, — 1/2, Ys — — 14, 
Ya = 9/2, il vient 


U =— u® — 4ut/2 + + us = u + fr = yet x a”). 
2 Eu O 


le à. 
Comme Y, sont obtenus comme solution du système 
Vi + Vo + Ya — ls 


l l 
LS or t no QE 


1 es 
tete = 0 


les termes en + et +*° dans l'égalité précédente s’annulent. L'estima- 
tion (2.17) des restes fournit 


IU(—uUI< ee Vleë.. (2.18) 


Cette inégalité montre le gain en précision apporté par la solution 
corrigée. 

Ce procédé de justification s'avère très rationnel si À cst une 
matrice algébrique ou un opérateur intégral. On l'utilise des fois 
dans le cas d'opérateurs différentiels. Dans le $ 5.4, on l’appliquera 
à l'équation du mouvement. 


La méthode est inopérante pour une classe plus vaste de pro- 
blèmes parce que le produit À, 4,w cest souvent non borné pour une 
classe fonctionnelle étendue (nous cn avons parlé plus d’une fois). 
S'agissant des opérateurs différentiels, ce produit n’est cn général 
pas défini pour la plupart des problèmes aux limites. Le fait de discré- 
tiser au préalable le problème par rapport aux variables spatiales 
ne change rien à la situation. Bien qu'on obtienne une matrice À 
algébrique et que l’approche décrite soit formellement possible, 
les grandeurs des pas d'espace interviennent dans toutes les constan- 
tes caractéristiques de l’approximation et de la convergence. Cela 
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altère des fois l'ordre de convergence, ct il se peut même que la 
convergence n'ait pas licu (voir [1417]). 

Lc produit À, 4. w cst donc à éviter. On procède comme suit. Au 
licu d'éliminer la valcur intermédiaire u*(/) du schéma (2.3), on 
l'interprète comme une approximation de la solution. C’est l’idéc de 
base de la #éthode d’approximation additive (voir [43]). qui conduit 
à un algorithme de raffinement. 

Soit les développements de u* et u* 


= u+-v+=v, +Sn! sur ©. (2.19) 
u*=u +<w, +rw. + TC sur o.. (2.20) 


Les fonctions v,. v:, w,, w. ne dépendent pas de +, ct m° ct L° sont 
bornées sur &.. 


On se proposc de justifier ces développements. On les porte dans 
les formules (2.3)°: 


u— u(f—*<) 


+ W + sw HTC — v,( — +) — 
—7Vafl—s)— En (/—7) + A,ju +-A,w, + 
+ +2 4iws + ti 4, 0 = f. (2.21) 
Vi Hs Ve + EN — Wii — sw —5 C0 + 
L Au + 7 Aov + 7 43vo + 78 An — 0. (2.22) 


Avec les développements tayloricns (2.8) de u. v,. v., la relation 
(2.21) sc récrit 


+ 


du + du <= d'u dy +? dv 
_— ——— + — Wii Vi + — 2 HW — 7 Va +- 
dt 2 dE 6 dfs s s dt 2 df d 

Li] dVa 


+ -° ra + — ns (—5) + Aiu+zAiw, +7 4,w, + 
HE HE H+E)+w#AGEf, leu. (2.23) 
On identifie les cocfficients de +° des formules (2.22), (2.23), il vicnt 
Vi—W, + Au = 0. 
—+wW —v, + Au = f, (2.24) 
le w.. 


Ce systéme cst dégénéré par rapport aux inconnues v,, w,. On éli- 
mince la différence v, — w, de la deuxième équation à l’aide de la 
première ct on a l'identité 


d 
ns + au — f. 
dt 


* Daus la suite li varialle indépendante / scra partout omisc, 
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Aussi Vi. W, du système (2.24) sont soumis à une seule condition, 
à savoir 
Wi— V = lu, Le (0, T]. (2.25) 
On obtient par identification des cocfficicnts de = 
Ve — Wo + AV = 0. 


1 d'u + dv, É We — Ve de A,w, — 0. (2.26) 


2 dis dt 


ES 


l'E w,. 


Le système a beau être dégénéré par rapport à v. et w.. 1l posstde 
une solution sous la condition de compatibilité 
1 du dv 
—_—— + + {,yv, +4 ,w,=0, LE ©. 
2 dr dt Vi Aiwi 
On exige que cette égalité ait licu non sculement aux nœuds du réscau, 
mais aussi sur (0, T ] tout cnticr: 


LE dev À D le(0, T 2.27 

LEA OS nE SE! (0. 77. (2.27) 
On note que le système (2.25), (2.27) constituc un problème alet- 
brique différenticl. Pour que le développement (2.19) soit juste en 
tous les nœuds de &.. 11 faut avoir à l’instant initial 


u® (0) = u (0) + + v, (0) + +2 v, (0) +. +3 n° (0). (2.28) 

Du mom'nt que uf(0) — u (0) = u,, on a 
+ vi (0) + +? vs (0) + + n° (0) = 0. (2.29) 
On obtient la condition initiale v, (0) = O0 en égalant à 0 le cocffi- 


cicent de +. 
On suppose que le problème 


d 1 d° dés 
—. + “L Vi + AW Le (0, LI 
W: nn V. mn Au, LE (0, l'|, (2.30) 
v1(0) = 0 


admet au moins une solulion. L'existence et la régularité de la fonc- 
tion restent pour Îc moment des problèmes ouverts que nous cxa- 
minerons dans chaque cas concret. Quant à l'unicité, elle est établie 
sans difficulté. En cffct. l’unicité pour le problème linéaire (2.30) 
cst liéc à l'absence de solutions non triviales du problème homogène 
dv; cr 
an . ss PA Vi -} 4: W, — 0 sur (0. 1 ]. 
Wi—Vi=0 sur (0, 7]. 


V, (0) = 0. 
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Or. il nc pcut avoir de solution non nulle parce qu'on cst ramené 
par élimination de l’inconnue w, à 


dv; 
dt 


+ Av, = 0 sur (0, T1, 
v1(0) = 0 


qui ne possède que la solution triviale (voir [21)). 

On choisit v,. w, à partir des conditions (2.30), ce qui détruit les 
termes en =* de (2.22) ct (2.23). On divise les termes restants par +°, 
il vient le schéma Fonte usucl à pas locaux implicites 


a (2.31) 
T T 


ET 


E 
= — —— _ Ka SE — li w) 1 Et 6: + Es 
teuw.. (2.32) 
Les conditions 
[, vs: — 0 


sont suffisantes pour que les fonctions n° ct &‘ soient bornées. Mais 
le problème de recherche de v., w, devient surdétcrminé (si l'on 
compte la première équation du système (2.26), il y a trois équa- 
tions pour deux inconnues) ct, ce qui plus cst, incompatible. On fait 
appel à la méthode d'approximation additive. Pour que n° ct L° 
soient bornécs, 1l suffit que la somme des seconds membres consti- 
tuc une fonction bornée. On a 


dVa 


+ À, Wa -|- L Vo ——— + — —, LE (0. 1]: (2.33) 


On établit la condition initiale pour v, à l’aide de la formule (2.29). 
Puisque v,(0) = 0. on a 


Ve (0) + =n° (0) = 0. 
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D'où v:(0) — 0. Cette condition initiale, l'équation (2.33) ct la 
première équation (2.26) forment le problème 
Loue ne 


= no 4, QT — . 0 $ . 
dé FAIM TE 6 dt 2 dt Se LE 
Wo —- Vo = À Vi le (0. T], (2.34) 
Vo (0) = 0. 


On suppose qu’il y a existence et que la fonction v, est suffisam- 
ment régulière. On établit l’unicité comme pour le système (2.30). 
Ainsi, la construction de Vis Var Wx W: est terminée. On passe au 
système (2.31), (2.32). On adjoint à ce système la condition initiale 
homogène résultant de l'équation (2.29) et des conditions v,(0) — 

— v. (0) = 0, il vient 


7. n° = = 


A LE &,. 
END Rares y :. le &,. (2.35) 
T . = - 
n° (0) — 0 
Toutes les quantités W, sont bornécs: 
lpll< ca, le ©. i= 1, 2,3. (2.36) 


On montre la propriété de borne de la solution du problème (2.35). 
bicn que le sccond membre soit de l’ordre de 1/7. Soit le problème 


p° _ G° | 1 
a — — W.. le c), - 
Œ — pt —+x) _ |! 2.37) 
CR D je. (2.37 
p° (0) = 0. 
Sa solution cest cherchée sous forme explicite: 
p° — ÙÜ. LE ©. (2.38) 
o° — Ÿ, LE (QE 
On a utilisé essenticllement le fait que 
WW, Ÿ: = 0, le. 
en vertu de (2.33). On modific le problème (2.37) comme suit: 
— 6 1 
D + 42p° = — 4. le ©. 
Us À9 _0* _ : 1 
pu + Aie = pit Aie leu. (2.39) 


p° (0) == 0. 
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On pose n° —p —=#s, &—o — 6 ct on retranchc les équations 
(2.39) des équations (2.35) correspondantes, il vient le problème 


en = + A € A 0. 


1. (2.40) 
€° (0) = 0. 


La fonction Wÿ, étant connue, on démontre aisément la propriété de 
borne de 4, W.. Aussi le second membre dans le dernicr problème 
cst borné, ct l'estimation (2.5) conduit à 


max {le <es,  maxlg|l< ca 
de de 
Vu que 
n Le p° + £', C° a. c° |- S’. 
on à 


max [n° || < max ||p° | + max ||s |] < ca. 
d) + o, &- 

max || GC] & max || o° || + max |] || < ca + ca 
W O 


* we 


Ainsi, lc développement (2.19) existe. Théoriquement, on pro- 
cède de même en ce qui concerne le développement (2.20). On nc 
saurait toutefois oublier que w, et w. sont en général moins régulic- 
res que v, ct v, respectivement et qu'on les trouve avec une préci- 
sion plus mauvaise. Cela signifie que la précision de la solution 
corrigée du cas (2.19) est supéricure à celle du cas (2.20). La différen- 
ce cst particulièrement frappante au voisinage des frontières des 
domaincs géométriques pour les équations aux dérivées particlles. 


5.3. Equation de la chaleur en dimension deux 


Nous allons illustrer la méthode décrite dans ses grandes lignes 
dans Île paragraphe précédent sur l'exemple d’équation de la chaleur. 
Soit Q un domaine borné bidimensionnel de frontière l. On 
désigne par Q le cylindre ouvert Q X (0, F} de surface latérale 
S=/TX [0. 1°] ct on considère l'équation 
À Au+/f dans Q (3.1) 
avec les conditions initiales ct aux limites 
1 (x. 0) = 0, x € (), (5.2) 
16 (x. /) = 0, (x, /)esS. (3.3) 
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Nous avons introduit en dimension un les classes de régularité 
caractéristiques de la solution du problème. En dimension deux, 
on suit [25]. On désigne par H° (Q), ! non entier quelconque, l'espace 
de Banach des fonctions v(x, {) continues sur Q, ainsi que leurs déri- 
vécs 


g'tsts: v 
—— pour 2r-{ s, + ss: 
ot" 2x 9" : 
muni de li norme finic 
U] 
{/ (ÿ 
I PART — Çudo + ROSE (3.4) 
j=0 
où 
: r+sit 52 
YU Ÿ, max RS D on0e Lee 
ortsi+s=i © ôl ox 07? 


! (/ 1 
OHEMOYE TO 
Çu3 _ » Ç g'tsitSt ‘à 


l'O: gy°2 
2r+s,+s3=1[1] de 0x 03 x 
l— rs, —5; 


: r+sitse ; 
Qt Ÿ Cros) 
t 


dt” 0x dy? 


OLi—2r—s,—5,<2 
Les quantités (19% ct {u3Ÿ ont pour a. Be(0, 1) le même sens que 
dans $ 5.1. 
Les conditions initiales et aux limites étant homogènes. la 
condition de concordance d'ordre O a lieu automatiquement: si 
(x, v)e F, alors 


lim au(x, y.) — im uw(x", vw”, 0). (3.5) 
t+0 (x°, y’)? {x,7) 


La condition d'ordre 1 nécessaire pour la solution ayant les dérivécs 
partielles dw/0t, duldx®, du/dy? continues sur G s'écrit 

fm 0=0 viser. (3.6) 
La dérivée seconde d°4/d8 est nulle sur S car la condition aux limi- 
tes (3.3) est homogène. On la cherche à l’aide de l’équation (3.1): 


Eu d pa, tp A(%) LS  AÇAu Ep} + À 
g® ot a( “À | ET EE) dt 

— A Au A++ 
Le terme A Au cest nul pour { — 0 (en vertu de la conditioninitiale 
(3.2)). si bien que la condition de concordance d'ordre 2 


Af(x. 0) + (x. 0) = 0 vxer (3. 


2] 
J 
—”" 
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cest nécessaire pour l'existence des dérivées continues d'u/d/= ct A Au. 
Les conditions d'ordre supéricur sont formées de façon analoguc 
(voir [25]). Comme dans 1e cas unidimensionnel. ces conditions de 
concordance sont non sculement nécessaires, mais aussi suffisantes 
pour que les dérivées concernées soient continues sur Q pour le sc- 
cond membre /f régulicr. 


TéorRÈME 3.1 (voir [25]). Soit l > O non culier, fe H' (Q). 
l'eC'*+?, Si l'on cst dans Les conditions de concordance d'ordre 0.1. … 
…., [21 + 1, le problème (3.1) à (3.3) possède une solution unique 
ue H'*° (Q). 


On construit le schéma de décomposition. S'agissant des schémas 
localement de dimension un [43], l’extrapolation de Richardson 
fournit unc solution approchée exacte à l'ordre +* + X# parce que 
dans le cas d’analogues à trois points de la dérivée seconde on ne 
réussit pas à compromettre l'influence de l'erreur irrégulière commise 
au voisinage de la frontière. Ce résultat sera énoncé de façon rigou- 
reusc à la fin du paragraphe. Son intérêt tient à son rôle dans le 
raffincment d’un schéma aux différences d'usage courant. 


Le problème de diminuer la contribution de l'erreur irrégulière 
Jimitrophe a été discuté plus haut (voir $ 4.2), et on l’a abordé de 
deux manières différentes. Dans le premicr cas. on a réalisé une 
approximation spéciale à plusicurs points des conditions aux limi- 
tes au voisinage de la frontière, ct, dans le second, on a procédé de 
même cn ce qui concerne les dérivécs secondes, l’approximation 
étant basée sur des nœuds irrégulièrement espacés. Chaque fois, on 
n'a utilisé à l’intérieur du domaine que le schéma standard (à cinq 
points). La seconde tactique s'avère plus avantageuse pour les équa- 
tions paraboliques (en tout cas pour obtenir unc précision en 4° 
ct A). 

On discrétise d’abord par rapport à l’espace. On suppose que le 


domaine Q cest inclus dans le carré {— b< x < b, — b< v < b} 
ct on couvre ce carré d'un réseau rectangulaire régulier de pas # — 
—= b]N formé de lignes x, = ik, v, = jh, 1, j——N, NN 


On désigne par (, l’ensemble des nœuds intéricurs à Q. Conformé- 
ment aux notations des n°” 4.2.1 ct 4.2.3. on introduit les ensem- 
bles Lise Dis. se Duy, Qy ct Qÿ,. On approche les opérateurs 
L, = 0*/0x* ct L, = d°/0y* moyennant une formule à trois points 
ou unc formule à quatre points selon qu'il s’agit des nœuds régu- 
licrs ou irréguliers. Soit (x, v) un nœud de Q,. Quatre cas peuvent 
se présenter : 


a) Le nœud (x, y) cst régulier dans la direction x. On a 


AGEN MISNTUETET (3,5) 


Li U (x, 3) = éj$ (x, x) — a 
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b) Le nœud (x, v) est irrégulier dans la direction x. On trouve 
dans la direction parallèle à l’axe Ox un point (£. y)e [,,, qui cest 
le plus proche de (x, y) et tel que la distance de (£. v) ct (x. v) soit 
inférieure à #. Supposons cette distance être égalc à 54, où Se(0. 1). 
On pose 
6 


AT É AR) PEER Ret 
S(5 + 1)(8 + 2)x° 


t(E. x) — = (x.y) + 


Re oh je ee 


(XL 2)r. Gi: (3:29 
(1 + 8) x ESRI Le ie) 


SiE > v(voir fig. 4.2), on prend le signe moins. Dans le cas contraire, 
on choisit le signe plus. 11 se peut que le point (x + 24, 1) soit 
cxtéricur au domainc, auquel cas l’approximation n’a pas de sens. 
La remarque du n° 4.2.3 indique un moyen de sortir d'affaire. On 
transforme certains points régulicrs en des points irrégulicrs. On 
n'oubliera pas qu'on a des fois l’inégalité 1 < 8 < 3/2. On notc que 
Scst défini en chaque point de Q}j,, i.e. on a construit une fonction 
positive S(x) de domainc de définitions Q;,.. 
c) Le nœud (x. y) est régulier dans la direction v. On a 


Liu(x, vV)=u,, (x. v) = LED PRE D RAI ET. (3.10) 
e 

d) Le nœud (x. ») cst irrégulier dans la direction v. Il cxiste 
dans la direction parallèle à l’axe Oy un point (x, n)e l,, qui est 
le plus proche de (x, 1). La distance correspondante est p#, avec 
pe(0, 1). On pose 
: 6 

p(p + 1) (p + 2) 4° 

4 


— 2p 1 —p 
D XV +4) — "© u(x, v +2). 3.11 
TETE BG. y £#) (2 + p) h° AS a) 


Liu(x. v) 


W(X. 1) — — Eux. y) + 


h° 


Le signe moins correspond à n=> y. Sin < y, on prend le signe plus. 
Il se peut que l'intervalle d'extrémités (x, n) ct (x, y +24) n'ap- 
partienne pas à Q ; nous renvoyons le lecteur une fois de plus à la 
remarque du n° 4.2.3 et nous rappelons qu'avec le procédé mentionné, 
la quantité p peut être pour certains nœuds x e Qj, supéricure à 1, 
mais inféricure à 3/2. 

Ainsi, on vicnt de construire unc fonction p (x) définie en chaque 
point xe Q},. 

Voyons le schéma de décomposition. Sur l'intervalle [0. 7°], 
on établit Ile réseau 


Ge = {a — he; k- 0. 1. ….. M 
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de pas 7 D TIM. On pose 
Ge — {1, € +. k £ OL. 
On définit le réseau dans le cylindre Q — {2 X (0. 7) comme pro- 
duit cartésien 9j = Q, X w. et on introduit les notations 
Qi = Q, x We. Si = T, X Ge. 


Nous allons nous servir d'un schéma aux différences formé de 
problèmes à une variable d'espace répétitifs. On omet la variable 
indépendante (x, {) = (x, y, {) ct on écrit 


T — 
PER TD just, (rave Qi. 


T 
+ — 0, (x, 4, EP, x ox. (3.12) 
a L 
—_—_—— — Ju = 0, (x, y, l)eQ. 
+T 
uw — 0, (x, v.t)e ln, X «. (3.13) 
Le premier pas est soumis à la condition 
u#°(x, v, 0) = 0, (x,)e 9. (3.14) 


Voici un procédé pour chercher la solution du problème discret 
(3.12) à (3.14). Connaissant #° (x, y, £ —+) pour tout (x. y) de Q,. 
on trouve à chaque niveau temporel les valeurs #* (x, y,{) V(x,)æ 
€ (Q, par le système (3.12), puis toutes les valeurs #° (x, v. {) aux 
nœuds (x, y) € Q, moyennant (3.13). On initialise au pas de temps 
suivant avec #° (x, y, £) ainsi obtenucs. 

Si l’on interprète (3.12) comme système par rapport aux inconnues 
u*(x, y, {), il est un ensemble de sous-systèmes « presque » tridia- 
gonaux. En effet, la matrice serait tridiagonalc s’il n’y avait deux 
éléments « superflus » par sous-système : 


by e, di; ‘1 Si 
Ag OV Ca T2 £2 
UE 
= s (3. | 5) 
En—2 
ei On x =n—1 SEn—1 
d, h b, cn En 


Ici z, sont les valeurs #* (x, y, {) prises dans certain ordre : 


Zo UX (xigs, , d), 1—= 1, ....n. 
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et le second membre contient les valeurs de f'et # obtenues au 
pas de temps précédent : 


L + 
SE Fri V. l) =|- pe It (EVTEE ds l — =): 


Seules figurent dans (3.15) les valeurs inconnues #* dont les varia- 
bles indépendantes (x, +) sont des nœuds de Q, pour un certain v 
fixé, et l'ensemble de ces nœuds est tel que (x. y) et (a13,, y) soient 
irréguliers dans la direction x et que tous les nœuds intermédiaires 
soient réguliers. Il est clair que s'agissant de Q non convexe, ces 
systèmes sont plusieurs pour y fixé. 


On introduit les notations © — S(x,. x) ct ot — Sr, .v). 
Les coefficients du système (3.15) se récrivent 
br 2e. = . dy = = ? 
+ ao — h° (1+ ao) (2 + o7) À? 
1 l 2 ; 
CR nn mr b,=—+1—, 1—=2,...,1n—1, (3.16) 
L° T y 
_ _ _ ct 
Es 
(2 + ot) x (1 + ot) #2 z ot h° 


On démontre que quel que soit le rapport de = ct #, le système (3.15) 
est à dominance diagonale stricte (voir [119]). Deux cas peuvent se 
présenter pour la première équation: 


a) co e(0, 1]. Ona 


3 — © 4 — 207 1 — 07 
italie HE EE > 
+ oc” h° (1 4-07) h° (2 + ao”) h° 
EE AL 2 CR EN ME 3 sb l 
+ 26-(l+a-)h + Anh + 2-4 
b) es e(l, 3/2]. Alors 
1 3 — 7 4 — 297 1 — © 
RS ee 
+ o— h° (1 — 07) 4° (2 + ao”) n° 
LL 95e +2(). 1 #7 1 1 
+ F 3a-(l+ha)ht + (067 + SR 
Ainsi, 
| 1 
lhl—lal—télz—+ — (3.17) 
+ 2h° 0 


dans les deux cas. On prouve de même que 


1 1 
LATA TASSE: (3.18) 


2 h° c! 
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et que 
1 
A Page 277 (5.19) 


pour 2 restants. 

Ces inégalités sont suffisantes pour que le système (3.15) soit non 
dégénéré (voir [119]). Si l’on élimine au préalable la première ct 
la dernière inconnue, le système cest résolu par balayage. 

Il en est de même de (3.13). En cffet, (3.13) considéré comme 
système par rapport aux valeurs inconnues #° (x. x, /) est un ensem- 
ble de systèmes « presque » tridiagonaux de la forme (3.15). Cette 
fois :, sont les valeurs #° (x, v, #): 


Be qe (A Nr): il; 250 
et le second membre renferme #* obtenus antéricurement : 


PRE EE EX Vus, L). 
& 4 


Chaque système partiel (3.15) contient les inconnues #° dont 
les variables indépendantes (x, 1) constituent des nœuds de 9, 
pour un certain # fixé, et si Q n'est pas convexe, il correspond à 
un seul x plusieurs sous-systèmes. Les inégalités (3.17) à (3.19) ont 
licu cette fois encore. Le résultat de non-dégénérescence reste en 
vigueur, et on peut recourir au balayage quitte à cffectuer certaines 
transformations élémentaires. 

Tout ce que nous savons sur la possibilité du problème (3.12) 
à (3.14) autorise à conclure à l'existence d'au moins une solution 
ct suggère en même temps un procédé de recherche économique de 
celle-ci. Le passage d’un niveau temporel à un autre exige des opé- 
rations arithmétiques en nombre proportionnel au nombre de nœuds 
du réseau Q,. 

On se propose de démontrer une estimation à priori caractéris- 
tique de la stabilité numérique du passage indiqué. 


THÉORÈME 3.2. La solution du problème 


uv — v° (x, y, t—T) _ 7h 


- 1 07 = f,, (x, Y l) € (HR 
3.20 
oY* = 0, (x. v,0)e lis X ©. ) 
T — ÿ = 
— L D — fo. (x, \. !) € (. 
(3.21) 
 — 0, (x. 1. !) € Lés X Ge, 


dvec La condilion tniliale 


v" (x, v. 0) = 0, (v,v)e Q,, (3.22) 
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vérifie l'inégalilé 
LA nd e- e- 
max|w |< ÿ +{max|/,|-+ max]/, |! + 
o, law: N$,r n, 
2H max |3/[+ max pl]. 
0 Xoe Qÿj yX 0e 
DÉMONSTRATION. On met les fonctions /, el /, associées aux 
nœuds du réseau de discrétisation 0% sous forme de somme: 
Fr îr r ir 
fi =h + hf. fa = fe + fe. 


Le support de ff est concentré aux nœuds du domaine 0j, x & 
et celui de fi aux nœuds de Q}, X e: 


F ff , sur Q,: X «- is 0 sur Q;, X ©. 
1 ” RS 


On a de même pour /, : 


[4 ? 


Etant donnée cette décomposition, on pose 


FT » e 
JO —= wi + #5. VŸ — ;91 + wo, 


avec #1. wi solutions du problème (3.20) à (3.22) pour /r ct fe 
respectivement, et w:. w> solutions de ce problème pour les seconds 


membres respectifs fi et f2. Il s'agit d'évaluer les solutions. 
Plaçons-nous dans le cas wi, Wi. 
On suppose qu'on a l'inégalité 


max [wi(x, y, /—*<)| < ÿ z(max|/f|+ max|/1). (3.23) 
PAIE “eu. 0 CH 


Prouvons-la pour le niveau de temps {. Voyons les solutions de (3.15) 
pour deux types de second membre. On pose 


| 
La = — wi (Xipi V, À) 
T 
(fi est nul), auquel cas 


max [ur (x, v, {)]< max |wi(x, 4, 4 —:+)|. (3.24) 
(x,y) ef} (x,y) en, 
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On raisonne par l'absurde ct on suppose que (3.24) n'est pas 


, , . 
juste. Alors [an (x. v, #)] atteint en un nœud (x,. v,)e Q, son 
maximum, et 


Las (Xe Vo. {| max Jai( le sl (3.25) 
(x, ef, 


Quelle est l'équation associée? Si (xs, v,) est régulier dans la direc- 
tion x, on à 


= + — {ie (vo vo /) = 
h° 
1 Ù , 1 + 
we (vo — 4, Vo. !) + 7 (Yo 1 UE Vo. 1) 1 — (re. Vo: Pe= +). 
h° h° T 
Cette AS ct (3.25) entraînent 
Der +— | à AT É Vo. l) | -: EE “+ —| | wi (re ANTL l) | : 
k° h° 


contradiction qui réfute l'hypothèse de (1,, 1) régulier dans la 
direction x. 

On suppose que ce nœud est irrégulier dans la direction x, auquel 
cas on a, en notations de (3.15), 6. 16), 


| 3 — £ e 4 — 2 
— + n. = | wi ENV Vo: l) = à (se h + Vo: t) — 


1 — oc 


, 1 + 
— me e - 9 , = — (] . , ——. 


Le signe cst fonction de la position du nœud. On passe aux valeurs 
absolues et on utilise (3.25), il vient 


l 3 — ot e 
(Et Co do 01 
4-20 , [1—-at] |, 11), 
—— À — || us (Vo Vos É). 
H+oi  (+ot)é —]lei ( 0 Vo /)| 


Etant donnés (3.17), (3.18), il y a contradiction: 


= + | li ( Xo+ Vo. t)| < Es 


3 — ot 
où h° 


LE Gus Ver Cf 


Aussi l'inégalité (3.25) n’est juste en aucun point de (, ct on a 
(3.24) pour le second membre nul. 
Soit 


É— fi (ri. M, 1) 
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(les données initiales #1 sont nulles). On démontre qu'on a au point 
de maximum de |wi (x, 3, {)| la majoration 


Fu (vo, Yo 4)1< + 1/1 (to Yo, 0) |. (3.26) 
Si le point (x,, 1.) est régulier dans la direction x, alors 
2 1 ° 
(+ + =] @1 (Vo, Vo !) — 
T 
| e 1 a r 
= Fe wi (404, Vo, !) +- pr ui (Vo + 4, Vo, À) + Ji (xue os 4). 


On passe aux valeurs absolues et on remplace la fonction dans le 
second membre par son majorant : 
2 11, 2 > 
(5 bé —) fer (%o, Yo. 2)1 <= an (ro, vo, 2) + 1/1 (vo vo OT. 
h? + h? 
D'où (3.26). 
Si (xo Yo) cSt irrégulier dans la direction x, alors 
1 3 — ot — 26t e 
— 1 mul 1 (os Jo À) = TEE wi (Xo Æ 4, vo. 1!) — 
___ 1 0* 
(2 + 0%) H° 


On prend le module des deux membres ct on remplace le second 
membre par son majorant, il vient 


= ++ ne Jet Co. Yo. DI< 


wi (vo E2 4, Vos t) + Ji (Xos Vos ?). 


4 — 20+ l1—0o 
< + oË)h3 (2 + E]lei( res Jos DTA Ge ge. #1 
Etant donnés (3.17), (3.18), on obtient 
1 3 — 3 — 
(+ LS) tof (os Vos D € LEE a (os Pur D HE (oo OL 


T 
d'où l'estimation (3.26). Comme (x,, v,) réalise le maximum de 
Lun (x. v, /)] pour # fixé, on à 
max Lui (x, y, /)]<+ max [fi (x, v, /)1. (3.27) 
(re, 


(x,Y)eQ, 
Soit le cas où le second membre et les donnécs initiales sont non 
nuls. La solution #1 du problème 
wi —mifx, y, #—*) 
T 


Du wi — fi, (x, v) e Q,. 


wi = Ü, (x, v}e F2 
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admet par suite de (3.24) et (3.27) la majoration 


max ET (x, +, t4)l< 
(s7)a0, 


< max [wi(x.v,t—+)|+r max |fi(x.v.4)[. (3.28) 
(x,7) A, (ren, 


On démontre de mème pour la solution #1 du problème 


w; = w, ho + pr : ; “ 
"© — Liu = fi, (x, v) e ©). wi = 0, (x, y)e l,,,, 
l'inégalité 
max |wi(x, y. é)|< 
(r, V2 Pa 0 Fe 


rue Lu (x, , HS [fe (x, v. #) |: (3.29) 
z,y 
S'agissant du pas + entier (lorsqu'on calcule wi (x, y, £) à partir 


de wi (x, v, 4 —+)), les estimations (3.28), (3.29) ont pour consé- 
quence 


max |wi(x, y, t)|< 
(x) 9) 


< max [w;(x, y, d—s)|+rmax| fi] + max ||. 


Si l'on est dans la condition (3.23) pour les niveaux temporels {” < 
< t, alors 


nez Lui (x, y, t)1 < >. PR FERRER (3.30) 


Ce 2 


Ainsi, on a établi (3.23) pour tous les niveaux de temps. 
Soit le problème pour la fonction #2: 


. 
a, — w) (x, y, t— 7) 


| — [we = f}, (x, v,t)e Qi, 
(3.31) 
Wz — 0, (x, y; L) E Fi: X Ge, 
_ ns — 1; 2 = = fx, (x, y, t)eQi, 
; (3.32) 


w5 = 0, (x, Y t) E re X Ge. 
wo (x, y, 0) — 0, (x, y) € Q,. (3.33) 
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On démontre l'inégalité 


max fmax|æi|. max|ie|} < 
+ 


O% 0; 
< 2H ( max |ôf + max lof 1). (3.34) 
ay xXOz Où 5x OZ 
On suppose que 
102 (No, J'o lo) = max fmax]æw:|. max |: el}. (3.35) 
(CH où 


Si le point (x, v,) est irrégulier dans la direction v, l'équation 
associée du système (3.32) s écrit 


3—p + . 4—2p el 
ee ÿ: À ï y TL nr AU e ; . EP | + 
DH | : —]: 2 ( ue 0 u) A+eA es (Vo Vus ) 


l — T Û 
re (vus Vo ÆE 24, do) — w2 2 (Yo. Vo. do) + 


ia fe (Vo: do. lo). = 6 (\o. Vo). 


Le choix du signe est fonction de la position du point concerné 
et n'influc nullement sur les calculs. On passe aux modules et on 
utilise (3.35): 

3 — 1 = 
CE + —) 1e (os do: 40) | < 

p h° T 

< (TE + = ee + — —] lé (Vo. Vo. lo) | + | f2' (Xo: Vo: /0) |. 
(l+p)A  (2+6)7 ; - 

On pose 6° — p ou o' — p dans les formules (3.16). ct les inégalités 
(3.17), (3.18) s’écrivent 


1 3 — 4—2 1 — 1 1 
D Ps 2 PR OS PE EN 


F g k° (1 + p) 4° (2 + p) #° + 2p 4° 
L'inégalité — prend maintenant la forme 


RE 5 (Yo. Voe to) | < 1/2" (o: Vo. fo) 


Avec l'hypothèse (3.35), cette estimation entraîne (3.34). 


Si le point (xs, Yo) est régulier dans la direction x, l'équation 
correspondante du système (3.32) cst 


< +- —| w2 (Vo- Vo lo) = — we (0. Vo + À. Lo) + 


1 1 . 
na Er 2 (Vo. do — À. lo) + 02 (0: Vo. /0)- 
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On passe aux modules. On a compte tenu de (3. n 
Le Î = 2 
= —) PACMRAAIE = + + =] La (vo do. D)l. (3.36) 
(es + k 


Si l'on admet que 


fac (vo do + 7 Lo) - [2 (xo. Jo: lo) |: 
l'inégalité (3.36) devicnt stricte. La chose est impossible, si bien 
que 


Far (vo Vo + 4, GT > as (ao vo. lo) |. 

Cette inégalité ct la relation (3.35) conduisent à 

Las (vo. do Lo) = 15 (vo. do + 4. 4). 
Ainsi, (Xy. Vo + #. 4) est un autre point de maximum, d’où là 
validité pour lui de tous les résultats relatifs à (x. 10. /). Cela signific 
que, ou bien le point (x,, y, + 4) cst irrégulier dans la direction v 


(auquel cas on a l'estimation (3.34)), ou bien ce point est régulicr 
dans la direction v. mais 


Das (ee Vo + A Lt = lacs (do. vo + 24, LI. 


Si l'on poursuit dans cette voic. on obtient l'inégalité (3.34) 
ou la chaîne d'égalités 


ÉTÉ R AT EEE PACE NA) 


Le domaine Q étant borné, cette suite de nœuds (14. 14 + #4) ré- 
guliers dans la direction 7 aboutit après moins de 2N pas à un nœud 
irrégulicr dans la direction y, 1. c. on revient au cas précédent. 
Le cas de w2 est traité de façon analoguc à la différence qu'on 
étudie le système (3.31). 
Ainsi. on a démontré l'inégalité (3.34). Comme #° = 55 + w5, 
les estimations (3.30) ct (3.34) fournissent l'inégalité 
max [u°(x,v./)|< ÿ + (max LA + max] fi 1) + 
(“r)eNn, leve OZ Q: 
t'<t 
+24( max [8/1 + max | p/'|) 
Qi; X 0e Dh yX®+ 
juste pour tout {€ w.. Si l’on augmente le nombre de termes sous 
Ÿ_. on a l'inégalité du théorème 3.2. 


On se propose d'établir les développements suivant les puissances 
de = et 4 des fonctions #° ct #*, solution du problème (3.12) à (3.14). 
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THÉORÈME 3.3. On suppose que le problème (3.1) à (3.3) satisfait 
aux conditions de concordance d'ordre 1, 2 et que fe H°*° (Q),l'eC°Ÿ®. 


la constante e e (0, 1). La solution n°, u* de la méthode de décompost- 
tion (3.12) à (3.14) admet les développements 


+ n n + 
uw = + hu, + ru + (ht + 2 r, 
: À sur Q%, (3.37) 
uX = nu + hi, + Tan, + (Ut + +2) + 
où les fonctions v,, v:, w,, w, sont continues sur Q ct indé pendantes de 
rethetles fonctions discrètes n° et n* sont bornées: 


max|n |<c, max|n*|<c.. 
+ 


GE GE (3.38) 


DÉMONSTRATION. On prend 2, et #, comme solution du problème 


vs, __ dry j Ou | 1 (du | d°u nn 
dt dy dx 12 a. : _ dans Q. (3.39) 
Wi = Vi dans Q, (3.40) 
ER (3.41) 
(x, 0) = 0, x € (1. (3.42) 

On substitue à w, de (3.39) ses valeurs (3.40): 

LS — A y — LA En Lac 3.43 
CL IT (Ga on]: (3.43) 


On est, pour le problème (3.43), (3.41). (3.42), dans les hypothèses 
du théorème 3.1, où la constante ! — 1 + À, Xe(0,1). Il existe donc 
une solution unique v, e H°** (QG). On définit w, e H°*? (Q) à partir 
de (3.40). Les fonctions v, et w, sont évidemment indépendantes de 
+ et #. On notc que les conditions imposécs aux données du problème 
(3.1) à (3.3) pourraient garantir une régularité plus grande de v, 
et # si ce n'était la condition de concordance d'ordre 3 non remplie. 
Ainsi, la dérivée dv,/0t cst bornéec, et 0*v,/d{? ne l’est pas. Toutefois 
les dérivées d'ordre supéricur sont à croissance modérée au voisinage 
de { = 0. On démontre cette propriété à la lumière de plusieurs 
résultats d'ordre secondaire. 


LEMME 3.4. Hypothèses du théorème 3.3. On a 


3 f = 
ET. ee. . H°(Q)  Vac(s, 1). 


DÉMONSTRATION. On posc 
du of 
Z (X. = —(x.{/) — : 0) — —(x, 0 
(x. /) (x. 1) A/(x.0) - (x. 0) 
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et on calcule 


05 - Eu : __. 
Fra l) — Az(x. 1) — me .h] 


y {)+ AA/f(x, 0) )+aT (x. 0). 


Toutes les dérivées de cette égalité sont continues dans Q. L'équation 
(3.1) entraîne 


du 
 — = = (Au + f) dans ©, 
donc 
= - Az + g dans ©, (3.44) 
où 
gx, n= + (x, 1) + AAf(x, 0) + AT (x. 0). 
On effectue la Prat de (3.1): 
LE Ag À 
nn AAu+ Af+ TE 
d'où 
2 (x, 0) = 0 Vxe (), (3.45) 
ct la condition de concordance (3.7) implique 
z= 0 sur S. (3.46) 


Comme on est, pour lc problème (3.44) à (3.46), dans les conditions 
de concordance d'ordre 0, tandis que les conditions d'ordre Î ne 


sont pas satisfaites, le théorème 3.1 entraîne ze HT (QG) VAe(0, 1). 
On passe dans le problème (3.44) à (3.46) à la nouvelle fonction 
w—= "2: 


= Awtal tite dans ©, 
æw (x, 0) = 0, xe Q, (3.47) 
w—0 sur S. 
On tire de l'égalité (3.45) ct de ze H'** (Q) 
lim f°z(x, 4) = Vo efo. L+ —) ,  xeû. (3.48) 


1-0 


Aussi “ze H° (Q)pourÀ> 1 — «. Vu que x >€e,ona 1 -eH"(Q). 
Ainsi, le second membre de l'équation du problème (3.47) appar- 
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tient à H°(Q). Ce problème vérifie les conditions de concor- 
dance d'ordre 0 ct 1, la dernière propriété résultant de l'égalité 


lim (ES g (x, /) + x z (x. t)) — 0 Vxe(. 
1-0 
Aussi ze H°T° "ei Le suite du théorème 3.1. D'où 


D IT (QG). as + F2 EeH°(Q). 
Ôx° | ày° ot 


donc 


oz = 


La définition de la fonction z et la condition de régularité de f 
autorisent à dire que 


te x On x du £ 
ET e / 3.49 
ai JEUX ot* 0 (@). ) 
On prend pour : la fonction 
sx De (x 1) — À (x, 0) 
O1 0x x 
et on raisonne comme pour les formules (3.44) à (3.49), il vient 
AT a Ou 2: 
A ——— Er 3.50 
ot x" Ôt 0x° Jy° (@) ) 
Si on raisonne non sur x mais sur v, alors 
pe EI (D). (3.51) 
ol 
On pose z =: J'u/Jxt et on procède de même. Alors 
11 (MT: 5 
SR 3.52 
0x 0x OY= l°(@) À ) 
cl, en remplaçant x par v: 
pe pr Co). (3.53) 
ay 0y1 0x 


Le lemine 3.4 se trouve démontré. 


LEMM& 3.5. Hypothèses du théorème 3.3. La solution à, du 
problème (3.43), (3.41), (3.42) vérifie les relalions 


®Œ Mr M v; 
Et, EE, FEI 
dt 0x" 07 (@): 

DÉMONSTRATION. On pose =: — 0v,/0t ct on reprend le schéma 
de démonstration (3.44) à (3.49) tout en tenant compte des résultats 
(3.50). (3.51). On obtient 

En pin pt e H(D). (3.54) 


Ü 


ÉTÉ ôt 2x ot 0y° 


5.3] ÉQUATION DE LA CHALEUR EN DIMENSION DEUX 297 
Soit maintenant : — d°v,/0x*. Avec (3.52), (3.54). on à 


a Av 3 ot U1 t == 
—> , l— EH ; 3.55 
0x* @x° 0y (Q) À 


l 


Ces raisonnements conduisent à la substitution x = près à la 
rclation 


P e H° (D), (3.56) 


Ex 
qui achève la démonstration du lemme. 


On continue la démonstration du théorème 3.3. Les relations 
(3.54) à (3.56) sont justes pour w, car w, = v,. On choisit v.. æ. 
comme lun du problème 


CRE +- A + MA dans  (), (3.57) 
dt  dÿ 0x! 2 di 
U's er 1 nat dans (), (3.58) 
0y° 
, — 0 sur S 
€ 
9 (X. 0) — 0 xe PE) 


On élimine ie, de (3.57) moyennant la relation (3.58). il vient l'équa- 
tion pour v,: 
he, AT de 


| ® 
— de, — + —— dans (0. (3.60) 
ot 0x° 0y 2 Of 


Le problème (3.59). (3.60) vérifie les hypothèses du théorème 3.1. 
où la constante / — | + À,A€(0,1).Ilexiste donc unc solution unique 
:, € H°T4 (Q). On utilise la relation (3.58) ct la régularité de la fonc- 


tion 4 pour trouver w, € H°*? (@). Leur no tan par rapport 
à = ct 4 est évidente. On a pour la fonction #, le résultat suivant qui 
est un analogue de l'affirmation relative à +, du lemme précédent. 


LEMME 3.6. Hypothèses du ihéorème 3.3. On a 


Œ vs Av, OM va Ua 
D 


On passe outre à la eu qui cst en fuit celle du lemme 


3. e 
Connaissant #. ?,, w,. on définit les fonctions discrètes 
né —u— Mr, — 0) sur QŒU (Ts, X o-), 


h4 + +° 


"= (uË— 1 — hi, —7rw.) sur QU(L,, + ©). 


h3 + + 
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Il nous reste, pour cn finir avec le théorème 3.3, à prouver les esti- 


mations (3.38). On substitue à #° ct #* de (3.12), (3.13) leurs déve- 
loppements (3.37): 


ER + (on, — à (x. v, t— <)) + 
+ (as — (x, 9. —+)) + (H8 + GT = Conte. 


= 
— Liu—kLiuw,—+<Liw.— (M + =) Lin* = f, (3.61) 
I (r, + w)) + (to _… Wo) 4 (AS + 7°) ET 
T T 
— Liu Liv —<Live — (M +=?) Lin = 0. (3.62) 


On transforme (3.61) ct (3.62) en utilisant la régularité des fonctions 
u. v,. w,. On fixe un certain ae (e, 1). Avec les lemmes 3.4, 3.5 ct 
3.6, les fonctions E, des développements 


u —u(x, { —7) du __ 7 du Lo = 
T ot 2 ot + ne 
MX, — +) v, — en Le 25 (3.63) 
ot 
dv. 
La (xX, l— = U— rs — Fr. 
vs À ) F at 


vérifient les inégalités 
Ex, D < cs V(x.t) = Qi, re 24 


On calcule Li u. Sixe (,,, on a par le lemme 1.3, $ 7.1 
0°1 Mu 


JU +—— +AE 3.64 
L; 14] dx + 12 dx! + 4» ( ) 
où 
ÉAETS V(x, De Q,, X w+. 


Si x est irrégulicr dans la direction x, alors la formule (2.29) du 
n° 4.2.3, ch. 4 entraîne 


Due ihe (3.65) 
Ôx® 
où 
[El < c V(x.!)Ee Os X ©. 
On réunit (3.64), (3.65) en une seule formule, à savoir 
Liu M4 EE, (3.66) 


dx 12 dx 
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ro 


où 
ml, (Rex où. 
Esl < J (3.67) 
| . _ , (x. /) € Q;, X o. 
On trouve de même 
h 0° à n » 
Liw,= + EE, 
fi (3.68) 
Lu, = + pe, 
0x° 
où 
ON (x. l)e Qi X os. 
| E, | = C= ir - (3.69) 
FT (x. /)e 5, X o. 
1e 18 
Si l'on remplace x par y, alors 
6° n° 94 : 
Liu = + — regt 
dy 12 ày! 
Los she, (3.70) 
03” 
h dv à 
L2 Vs — po + hi 811 
où 
Cl à (x. /)e 4, X we 
Ê SR tr 3.71 
V6, | Le : (x./)e O4, X ©. À 
j— 9, 10, 11. 


On transforme (3.61) moyennant les développements (3.63) à (3.68) 
ct on met ensemble les termes contenant les mêmes puissances de 
+ et : 


| du Œu | du dv Œ w, 
+ D, run | T [ ———— _— —_——— | .. 
o Cr D 2 8 dt ôx 


k° dv 1 du d°w 
+ — (w, —7v LA Er e eE J 
+ (w 1) + ot 12 dxt  üx° 


+ (ES) — A (Es + 6) — TA (8 + 6) + 
+ (+ RE ee — Lin*) /, ae 


+ 
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On simplifie à l’aide des relations précédentes. Les équations (3.1), 
(3.58) cntraînent 


du CT 
x (UE En NO ET EE 
oœ F ge 0x" J 
Avec l'inégalité 
h"® NAS 1 
ch < na (= + 1). (3.73) 


on met la somme de toutes les expressions en Ë, sous forme de (#4 + 
+ +) 6, où 


- Cjo [ (x. ) E Q,, a (=. 
lSl< , . (3.74) 
Ciilh*. (x. l) € Os XX Oz: 
La relation (3.72) s'écrit donc 
(A1 1 -;° (nn (x, = — rt). 
+ 
(24 a | d'u _ d° « 
| ot 2 ô!° Ôx* 
st dv l Ou dx : 
—- }° res sure. de h\ rs l2ps “(6:75 
ot 12 Ux! x : LE À 


On transforme maintenant l'égalité (3.62) à l’aide de (3.70) et on 
effectue un analoguc au cas précédent, il vient 


Je A Fc 
— ms | + (e, —%w,) + He a 
dy 1 43 
» - ®Œ v« » + 
NS (Go og) TE — SA En + 
93° 


+ 4 EE it) 0. (78 


+ 


On effectue des simplifications moyennant (3.40), (3.58) et on met la 
somme de tous les termes en £, sous forme de (4 + +°) &,,. où 


u Ce ET, (x. !) E Dr > > O=-. 
ETES 
Cia, (x. (à) E y >< =. 


Ainsi, la relation (3.76) se ramène à 


(A8 + =?) e me OS n°) — 


T 


(3.77) 


__ _ vs sf 1 Mu = 4 sé - , 
=: +h [= . le (M +=) 2, (3.78) 
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On adjoint à cette équation les conditions initiales et aux limi- 
tes qui découlent de la définition des fonctions r° et n* et du fait 
que #,u*.u,r,. 5, sont nulles aux nœuds correspondants : 


1*=0 sur F,, X w». (3.79) 
1 = 0 sur l,, X ©. (3.80) 
1 (X0)=0 Vxe0Q,. (3.81) 


Le problème (3.75), (3.78) à (3.81) ainsi obtenu vérifie l’estima- 
tion du théorème 3.2. Cette estimation permet d'établir l’unicité, 
les conditions de possibilité étant construites plus haut. Mais elle 
ne donne pas directement le résultat voulu car les seconds membres 
de (3.75) et (3.78) ne sont pas des quantités en #4 cet +=. On dégage 
explicitement les termes en = ct #4? de 5° et n*, dont la contribution 
dans les seconds membres est en +* ct #4. Ces composantes sont solu- 
tion du problème 


'=éiene ns. (és Le de) 
+ | ot 2 ot° Üx® 
(Aa D du À, 3 
ee M OS 
5 — 0 sur |, X ©. (3.83) 
= — 51 _ 1 LATE dv <= 
EL Te es 5 7 + | sur 0, (3.84) 
= 0 sur PF, X o: (3.85) 
avec la condition initiale 
2 (x, 0) = 0. x e (),. (3.S6) 
On démontre que la solution du problème (3.82) à (3.86) s'écrit 
£ = 0 sur Ms (3.87) 
+ — a É . DURE +) 
: A à + 2 d! F 
dv 1 Or, uw _ 
See he 2 CPR AM . (3.88 
me at 12 Oxi  dx° | “A6, LOS, Fe) 


On a 
= 0 sur Ps, X où. (3.59) 
ct = 0 sur [,,, X ©. (3.90) 
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Le report de ces fonctions dans (3.82) donne une identité. La con- 


dition initiale (3.86) est satisfaite car z° — O partout sur Qi. Il 
reste à vérifier (3.84). On y substitue les fonctions (3.87), (3.88): 


; PP 4 rs, 
me on a) ne [— Roues + = 
ot 


2 do dx ot 12 0x 0x" 
= JT + | = | 
0; 12 dy dy 


C'est une identité du moment que la définition de v, et æ, donne lieu 
à l'égalité 


conséquence de (3.60), et 
dr: 1 tu Eu, L dt , dr 


———— — — 
po) Cam ame mn ZI D 


ot 12 Oxt Üx* 12 dy* dy 


résultant de (3.43). Ainsi, les fonctions :* et :* définies par les for- 
mules (3.87) à (3.90) sont solution du problème (3.82) à (3.86). 

On effectue dans le problème (3.75), (3.78) à (3.81) la substi- 
tution 


Ont 1 = K —— h% .k 
RS. Mt | 6 L RER ! 


auquel cas on obtient le système suivant pour C': 
que +) [EEE — 7i ve) = 


+ 
— —(h8 +2) E, + Li:* sur Qi. (3.91) 
C+ — 0 sur ls X Or: (3.92) 


(44 + =?) —- — I} c*] — —(}t+-2)E, sur Qj, (3.93) 
 —0 sur F,,Xux, (3.94) 
(x. 0) —0, xe Q,. (3.95) 


Il ne reste plus, pour justifier dans ce cas le théorème 3.2, qu'à 
évaluer Li:* de (3.91). 
Soit xe Q,, un point régulier dans la direction x. On a 


Lit = sig = (gi)es + + MP (gere. 


dv: 1 1 @w, 
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Les résultats 3.4, 3.5, 3.6 ct le lemme 1.3, $ 7.1 permettent d'obtenir 
l'égalité 


Lit = te + ThE., (3.96) 
a VEC 


lélaaute V(x,/)e Q,, X &. j = 1,15. 
Soit xe Q, un point irrégulier dans la direction x. On a 
IN=*— 21]; FPS ES = }° Lies 


La définition (3.9) de Li donne 
3 — 5 


Ligitx.v, de v,t) + 
4—25 1 —$ 
Fasgeet Enr) at E24,r.0 


La fonction g, étant continue sur Q, on a l'inégalité [g,|< c,$5, d'où 


= nr 
[Li gtx 01< << tn il 


Ô 1 +5 2 +8 (is: 
Comme 38e (0, 3/2), 
10 
| LÀ g,(x. 4) je (+ + 1+— Cas < UE 
Il en résulte 
Li SL — Ste, 
a v'ec 
Fül<%  VRDe%xe, 5= 3(x). 
On procède de même en ce qui concerne +#° Li g.. On a 
Liste (+ che) (3.97) 
où 
LES c/8 V(x.t)e Qj, X +. 
On réunit (3.96) ct (3.97): 
Lir* = (+ M) 2, (3.98) 
avec 
2 C4 LT, (x, !) € Q,: X @+; 
[Ein l& 4 20, (3.99) 


x 5 (x. l) € Q,r X Oz. 
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Aussi l'équation (3.91) s'écrit 


(= + (EEE _— = He) 


ll = 


= (r* + #1) (213 — Be) Sur O$. (3.100) 


On divise (3.93) ct (3.100) membre à membre par #4 + = ct on 
est conduit à un problème dont la solution vérifie l'estimation du 
théorème 3.2. On a par suite de cette cstimation 


max |°:*|< Ÿ T(max]£1+ max] £, + max] El) + 
Qu leùz N, x Q,: Q$,r 
H2HEmaxt max [85,1 + max [56,1 +4 max | 25,1, 
nf ko. nf x. fu. 
d'où l’on déduit moyennant (3.74), (3.77) ct (3.99): 
max | £f]< Ÿÿ TU (co + Cie + 2 Cu) + 
Ci feu 
+ 2( max «SH 2r,- + max Cia o). (3.101) 
Qj:X@r Q,,;X we 


Comme a <l,ona 


T 
RL dt — 
1 a 
tes: 0 


Cette inégalité plus les estimations d(x) < 3/2, p(x) < 3/2 permet- 
tent de simplifier (3.101): 


max|o*l< cs. (3.102) 
( 
où 
T\—a 
GT 7 (Go + Cie + 2 Ca) + 3 Cu + Des + 20. 


On trouve de même pour ©: 


max |CI< Cie. 
+ 
O 


Etant données les relations 
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l'égalité (3.88), la propriété de tous les termes de (3.88) d’être con- 
tinus sur Q ct l'inégalité (3.73), on trouve les estimations (3.38), i.e. 
la dernière affirmation du théorème 3.3. 


On va décrire une méthode de raffinement basée sur le dévelop- 
pement prouvé. Supposons qu'on est dans les conditions du théo- 
rèmce 3.3. On choisit M >2 et N >2 entiers ct on construit le réseau 


de discrétisation Qi de pas de temps + et de pas d'espace #. On cherche 
la solution #° du problème (3.12) à (3.14). On construit le réseau 
Qi de pas +/4 et 4/2, on cherche la solution du problème et on 
la note #°/*. Il y a deux solutions approchées associées aux nœuds 
de Q5. On forme la combinaison linéaire 


4 a 
U" (x. !) — — HA (x. 1) —— (x, !/). (x. /)e Q:. (3.103) 
N) « 
et on démontre que la solution améliorée U” approche en norme 
uniforme la solution exacte # avec une précision en +* + #1. 


THÉORÈME 3.7. Hypothèses du théorème 3.3. La solution 
corrigée (3.105) admet l'estimalion 


max | U"—u| < _ er? + A). (3.104) 


DÉMONSTRATION. On a en chaque nœud de Q; 
sut ho, + risk (et + 4) nf, 


He GT _ + — Vs + (T° 4 AA) 
Les fonctions v,. v, sont indépendantes de + ct #, si bien que 
UT = nu + (= + 1) — — 1" — | 
Etant donnée l'estimation (3.38), on obtient 
LU" (x. 4) — (x. tb < — (<° + DETTE (x, #) EE O5. 
c.q.f.d. 


Revenons au schéma localement de dimension un (voir [43)). 
L’approximation de d*/0x* et 0?/0y* au voisinage de la frontière est 
plus simple que celle effectuée avec le schéma décrit (elle correspond 
au procédé pour # — 1 du n° 4.2.3). Les idées de base des démonstra- 
tions restent les mêmes, et les calculs se simplifient sensiblement. 
Nous nous absticndrons de démontrer le résultat fondamental énoncé 
sous forme de 
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THÉORÈME 3.8. Hypothèses du théorème 3.3. La solution corrigée 
(3.103) formée de solutions du schéma localement de dimension un 
vérifie l'estimalion 


max | UT — nul< c4(r° + 5). (3.105) 


5.4. Equation du mouvement 


Dans ce paragraphe, nous nous occuperons du problème de Cauchy 
pour l'équation du mouvement 


? 
80 . 
FT? A 


f(x), (4 xjeT x R", 
(4.1) 


EL 
ox, 
D (0. x) — s# (x), x=— (x, …. x )eR?, 


où 7 — [0, T,]. On suppose que les cocfficients , vérifient l'équa- 
tion de continuité 


?, 0 
Ÿÿ 0 dans T x R?. (4.2) 


L'équation du mouvement présente une propriété de valeur 
qui permet de passer du problème dans un demi-espace à un autre 
dans un domaine borné. Le fait est que la relation entre la solution, 
d’une part. et les données initiales et le second membre, de l’autre, 
est déterminée par les caractéristiques de l'équation différentielle 
(voir [78]). si bien qu'on trouve la solution dans le domaine con- 
cerné sans la chercher dans l’espace tout entier. En effet, soit 
xs° (x)eC® (R?) une fonction de troncature égale à 1 dans la boule 
B, (x) de centre x,eR? et de rayon co > 0 et nulle en dehors de la 
boule B, (xo). Si les vitesses v, sont finies partout dans R?, on 
trouve à l'instant £ pour tout Q & R? un point x,eQ ct « suffisam- 


ment grand tels que la solution du problème (4.1), (4.2) coïncide sur 
{2 avec celle de 


? 
ILE If dans TX R?, 
ot = ox, ; 
P, (0, x) = g (x) xs” (x), xe R’. 


La classe des fonctions continues dans Q ayant dans Q des déri- 
vées continues jusqu’à l’ordre À sera désignée par la notation usuelle 
C* (Q), & entier. On écrira ge C” (Q) pour une fonction #e C* (Q) à 
support borné. Une fonction de classe C* (Q) est bornée, ainsi que 
toutes ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre k inclus. 
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On se place dans le cas où les données initiales et le second mem- 
bre possèdent des supports locaux: 


mt. x)eCX (TX R?), ft. x) EC” (T x R’), 


es 4.3 
g (me C® (R?) sé 
y étant un entier naturel. Le problème (4.1), (4.2) admet alors une 
solution unique (voir [78]), ct la solution ® est dans C? (T x R’). 

On suppose maintenant que la fonction ® a son support dans le 
parallélépipède Q = {(f. x,. …, x,). 0 <t<Ts. O0 < x4 < |, 
æ = |....,p}. On y arrive toujours par une transformation linéaire 
des variables d'espace. Dans ce cas, ® est nulle sur la surface latérale 
S du parallélépipède : 


Ya = 0, fa = |, œ— 1, …, p. 


On discrétise en les variables d'espace et de temps à l’aide des ré- 
sceaux uniformes respectifs 


Dix, ss 2 en = 0,1; LUN 


(4.4) 
AN red, ss Nesle 2 nt 

ct 

(A DS = {t, = C7 Hi = 0, ss MY, 

wo — {{E &- ; l Æ 0}, 
avec + — 1,/M,h = 1/N. On suppose qu'il y a entre les pas la rela- 
tion 

T — Col, (4.5) 


Co étant une constante indépendante de + ct #. 


On note Qi le produit cartésien de réseaux ©. X Ô, et Qi le 
produit cartésien de réseaux ©, X Q,. On pose Si = Qi n S. 

On opère selon un schéma décomposé implicite et on obtient le 
problème 


([ +rAi)...(l+rA,) D (4 x) — Dr, x) = +/(#, x), 
(4, x)e Qi, (4.6) 
D. (0, x) = g (x), xef,, ®. (4, x) = 0, (/, xje S5, (4.7) 
approchant le problème (4.1) à (4.3). Ici Z est l'opérateur unité, 
Auot, x) = (1/4) X fre (f, 2%, ., a +4, 2, + 
+ ou (4, 2, #,)) © (8, Zn, ee. da + 4, x) — 
ya (sus eh, es APE CL is MX 
X oi, x, …, Xa —h, .…, x,)}, (4, x) E we X Q,. 
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On introduit pour les fonctions discrètes de domaine de défini- 

tion Q, le produit scalaire 
(a, D) = Ÿ a (x) b (x) 4? 
1€N, 

et la norme || « || — (a, a)'/2. 

LEMME 4.1. l'oule fonction discrèle @ définie sur Q, ef nulle sur 
Q,\Q, vérifie la relation 

(Az ®. o)= 0, ax = 1. …, hp: le w.. (4.8) 


DÉMONSTRATION. L'égalité (Ac. +) = —(?, A4 +) équiva- 
lente à (1.8) est un analoguc discret de la formule d'intégration par 
parties, et on la vérifie de façon immédiate. 


La propriété établie entraîne de suite le 


LEMME 4.2. Toute fonction discrèle ® définie sur Q, ct nulle 
sur Q,NXQ, vérifie pour loul +, 1e T, les inégalités 


HpI<I(TZ+rA)ol «= 1,2, ..., p. 
La démonstration en est donnée (à un changement de notations 
près) dans [30]. 


Ci-dessous deux résultats auxiliaires sur un développement 
particulier de l'erreur d’approximation. 


LEMME 4.3. On suppose que œeC?(T x R'), g> 2. et qu'elle 
a son support à l'intéricur du rs Q. On a 
g—2 


Aa 9 = ‘, + 717! Due SUT Qi. 


i= 1 


Ici nm EC (TX R?),i = 1,..,q —2,ne dépend pas der, le sup- 


port de la fonction », étant intérieur à Q. La fonclion discrète 1, est 
bornée : 


max | Da—1,= | < Co: 
o? 
k 
Si bb est nue fonction discrète quelconque définie sur Q,. alors 


DÉMONSTRATION. La dernière affirmation découle de la forme de 
l'opérateur A, , ct la constante c, est égale à 


2 max | Ve |. 
Q 
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On démontre le développement suivant les puissances de + en met- 
tant A, sous la forme 


ny (9 (£. x) (1/4) li (Ta o| DE Tr tath,...,: t p) — Le (en lez, Lover Ag rer xp) + 


+ ta (4, X) {o CR RE a Xp) os Vestes us x,)h 


et en appliquant deux fois le lemme 1.1, $ 7.1, il vient le développc- 
ment voulu, avec 


0 si ? est impair, 
—i 1 , ; . . £ 
. -(_" { g+1 (va @) Fe de \sitest pair, dans T XR?, 
AR mas de een Œ ET € 
(25+1)! ô xii! à sit 

etre lu 4 
oyt,:| < = max —|2 er)! 4 max lo, 28 || dans OZ . 

29! \rxr? ô x! TXxRP x 


LEMME 4.4. Si l'on est dans les conditions de régularité (4.3). 
alors la solution du problème (4.1), (4.2) satisfait à la relation 


(ll +s=A;)... (1 + =A,) (4 x) — D(1— =, x) — 


{+ E ete) 


Ici les fonctions f, EC (TL X R'},i= 1,...r—1,sont indépen- 
dantes de + ct'ont leur support à l'intérieur de Q. La fonction f,. est 
born ce: 


(4 x)e OX. 


({, a) 


max |/,,-|< ca. 
+ 
C 


DÉMONSTRATION. Une application successive du lemme 4.3 donne 


d 
(+eA) (I ++, = 0 + Ÿ (r 20 +o + 
a= | 


0 xa 4 Ô Xa 
r . 

HS F4 rt Fine dans QE. 
1.0 


Ici les fonctions F,eC'""(T x R?).i:= 2....,r,sont indépendantes 
de + et ont leur support à l’intérieur de Q, et la fonction discrète 
F,11,- est bornée: 


5 


max | Fete < C 
% 
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Etant donnée la condition (4.2), le cocfficient de + vaut 
Ÿ : ZA 
. OXx 
a—2 
On applique la formule de Taylor à P({—-+, x), il vient en définitive 
(l+<A,)...(1+ + AÀ,) D({4, x) —D(£— +, x) — 


p , 
9 © ) © 15 — 
= {+ — ia + Xe F;+ “Fa +} , (4. x) € Q- 
= (/,x) 


ot JO Xa 
a-1 


1-2 


Ici on a pour 1 —2,...,7r 


i—1 AN 
— x ee ) ce 
l 


lFssns(t, x) | < [Fous (4 x) | + ne max 


1)! rxrr| avt! 


Ti 


(4, x) e Qi. 


On a l'affirmation du lemme du moment que + a son cocfficient 
égal à /(/, x). 

LEMME 4.5. On a pour le schéma aux différences (14.6). (1.7) 
l'estimation à priori 


NP, x) < 1e @ + Tomax|/ (4 x) |. eo. 


La démonstration s'inspire du lemme 4.2, ct on procède par 
récurrence sur /,€ w. (voir par cxemple [112)). 


THÉORÈME 4.6. On suppose que le problème différentiel (4.1), 
(4.2.) vérifie les conditions (4.3) et que les pas du problème aux dif- 
férences (4.6), (4.7) satisfont à l'égalité (4.5). Les solutions de ces pro- 
blèmes sont telles qu'on ait 

r—1 
Def x) =D (4, x) + VD x) +5" D, (4 x), (4, x) e Qi 
t=] 
Ici les fonctions D,e CEE (T x R’), = À, .., r — |, sont in- 
dépendantes de = (et h) et les supports sont concentrés dans Q. La fonc- 
lion discrèle D,,. est bornée: 
max ||®,,. || < ce. (4.9) 


te G+ 
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DÉMONSTRATION. On a, vu le lemme 4.2 et les formules (4.6), 
(4.7) pour la solution aux différences. 
(+sA;) (+ TA,) (® — D) lus — (Pe — Dlusx = 
r—]1 
= O— (S I + “ha) leex)< (4, x)€ O;) (4.10) 


i-=1 
(D, — ®) | w,x) = 0, XE Q. 
(D, — D)les = 0, (4, x)e Si. 
On prend ®,({, x) pour solution du problème 


p 
+ re — (7, x) sur TX R': 
a! _ d Xe 


D, (0, x) = 0, xe R°’. 


Comme f,e C?’* (T x R°) et ne dépend pas de=, il enest de même 
de De CT? (T x R?).Il y a plus. La propriété de, d'être non nulle 
uniquement le long des caractéristiques intérieures à Q est également 
celle de ,. Aussi la dernière fonction a son support concentré à 


4 


l'intéricur de Q. Cela autorise à utiliser le lemme 4.4, d'où 


(Hs)... (+ rA,) D, (4 x) — P,({ — 7, x) = 


DE —:( +Y CN de 2 


CES | 


: (4, xjeQ%, (4.11) 


(2,x) 


D, (0, x) = 0, xe (),. 
D, (4, x) = 0, ({, x)E Si. 


On retranche les relations (4.11) multipliées par + des égalités (4.10) 
correspondantes : 


(+ A) 2 (1 + 5 A) (De — © — + 0) lun — 
r—1 

— D: — D — r D 1,1) — HT: ‘f.  n <" fa | » 

| L | D . fe f | (t,x 


i=—2 


— 


(4, x)e O5, (4.12) 
(De — D — 0) ox = 0, xe Q,, 


(D —D—-d)lun = 0,  (f, xje Si. 
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On choisit r — 2 , restantes de façon à obtenir après le (r — 
— 1)-ième pas 


r -1 
([ +=<A,)... (1 + <A, C QE D] == 


{4 »X) 


» À 


—(v. ne PS AL a.) —_ Pipe (4, x). 
(1—=,x) 


51 


(4. x)e Q;, 


r -1 
[e. LA Ÿ à | 


t. Ï 


r—1 
(e. see ÿ, =" D, ] = 0, (£, X)E S: 
(f,x) 


CE | 


—— 0, X'= 22 


(0,x) 


max | f, | <Ce. 
Oÿ 
d'où 
fi dd 
max || 1] < cz. 


LEO = 


L'affirmation du théorème vient en appliquant à la fonction discrète 


r À 
= D,.- => (P. — ( - = LE 


ES | 


l'estimation à priori du lemme 4.5. 


Le théorème démontré aidant, on va décrire une méthode de 
raffinement de la solution discrète. 

On suppose qu’on est, pour le problème (4.1), (4.2), dans les 
conditions (4.3). On fixe une constante c, et on construit pour M, < 
< M; < … < M,entiers les réscaux de discrétisation en temps 
&,. ©. ..… ©, et les réseaux de discrétisation en espace Q,, 


CD. . Q : Ï1 v a entre les pas la relation 
ho hr, C2 
Fe à Co 1 — Î, ..…. r. 


On résout pour chaque Q le problème (4.6), (4.7), ce qui donne 7 
solutions D... …, D, On se place dans le cas Qx: (eus Q% 1 |. 


5.1] ÉQUATION DU MOUVEMENT 313 


….r. On prend en chaque point de Q5 unc combinaison linéaire 
des D. : 
D(4 x) = V'y, D. (4 x), (4, x)je Oÿ!. (4.13) 
i=1 

TUÉORÈME 4.7. On suppose que les données ct Le sccond wirmbre 
du problème (4.1), (4.2) vérifient les conditions (4.3). Si M, est tel 
qu'on ait l'estimation 
Mi4i 

M; 


W 


A ltogt= 1... r—1{, (4.14) 


W 


el si y, vérifient Le système 


(4.15) 


alors la solulion oblenuc pur la formule (4.13) admet la majoration 
Lo (x (01 <| is] 6 te x), 
ù 
(4. x) € Qi, 


les nombres -;, élant bornés ct la fonclion discrète b clant boruée en 
moychne quadralique : 


max [Y b (4. x) |* ni |" < Ci 
en 


‘a, 


où la constante ci0 est indéndante de + et h. 


DÉMONSTRATION. Le fait de choisir Y, à partir du système (4.15) 
et le théorème 4.6 garantissent l'inégalité 


[D(£. x) — Dr. x)] < ÿ lt P,e (4 x) 
=) 


(4. x)e QŸ, 


avec | y, | bornés aux termes du lemme 2.3, $ 7.2 par suite de la 
condition (4.14). La même condition fournit l'estimation 


r— 1 


hf}, < co 
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Aussi 
| ÿ | D. (£. x) | 2 se | Y | D, (4. x) | : AVES 
*ef}, *e0,, | 
> 4 "{ St. x) F di | 
xen,, 


Avec l'inégalité (4.9), on est conduit à l'estimation 
| Ÿ Dr, (/, X) F my < ce TPE, 
*en,, 


Le théorème se trouve complètement démontré si l'on l'utilise pour 
évaluer la différence D — ®. 


REMARQUE. On note que le théorème 4.6 entraîne un dévelop- 
pement analoguc (pour r >p/2 + 1) avec reste uniformément borné 


D (4, x) = D (4, x) + ŸY= D, (4, x) + + D, (4. x). 
im 
(4, x)e Qi, = ir — pf2 — 1/21. 
Les fonctions D,, 3: = 1, ...,s,. sont celles du théorème 4.6, ct la fonc- 
tion discrète 4,_,. est bornéc pour la métrique uniforme : 
max |, pp, (/, x) | < 


th 


< max [®,, (4. x) | 4° + > h'—* max | ®, (4, x). 
TA 


Q; =59 +1 


Les fonctions ®, étant continues sur Q sont uniformément bornées 
par une constante commune cC,, ct l'estimation uniforme de ,. 
découlc de l'inégalité 


max | D,.- ({, x) | < Ï P,,r Ï 


EP 


"UE 


vu que 
I D,.-1l< ce VE. 
On réunit les inégalités obtenucs. il vient 
Lé 
max |Q_pyer (4. x) < Ce + Ÿ nm <ce+(r—]Il)c. 
rh t=se+1 


i.e. on a un analogue du théorème 4.7 pour la métrique uniforme 
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THÉORÈME 4.8. On suppose vérifiées les conditions (4.3) pour 
Le problème (4.1). (1.2) avcc un certain r >p]2 + 1. Si M, vérifient 
les inégalités 
> + Lil IS S Sy— (r—pf2— 1/2] —1, 
Wi 


ct St Ÿ, salisfont au système 


st 
“= |, 
t+1 


ES 
! 


Le 
'" 


SHELL, 


alors +, sont bornés, et la solution D de la forme (4.15) est évaluée pur 


su F1 
max [®O(/, x) — (4, x)|< » BAC RUE 
O,x0, CE | 


où lu est tndépendante de + cl h. 


CHAPITRE 6 


EXTRAPOLATION DANS LA MÉTHODE 
DE RÉGULARISATION 


Les problèmes relevant de la résolution numérique des équations 
différentielles ne sont pas les seuls à être abordés par l’extrapolation 
sur un paramètre. Quitte à la modifier de telle ou telle façon, on 
l'applique à d’autres problèmes d’Analyse numérique. 

L'extrapolation sur des paramètres petits s'avère particulièrc- 
ment intéressante. S'agissant des problèmes différentiels, ce paramètre 
a été le pas de discrétisation du schéma aux différences approchant 
le problème initial. Des cas peuvent cependant se présenter où l’on 
voit intervenir en outre d’autres paramètres indépendants qu'on 
fait tendre à la limite afin de raffiner la solution. La méthode de ré- 
gularisation pour les systèmes algébriques dégénérés est du nombre. 

La régularisation s'applique également aux équations diffé- 
rentielles ordinaires ou intégrales dont les valeurs propres forment 
un spectre continu ou discret à point de condensation À — 0. On 
les réduit au préalable à des problèmes d’algèbre linéaire, ce qui 
donne de règle deux paramètres petits : le pas du réseau et le para- 
mètre de régularisation, et l’on atteint une grande précision à con- 
dition de les faire tendre vers 0. La théorie de la régularisation 
cst développée par A. Tikhonov, M. Lavrentiev, V. Ivanov, 
J.-L. Lions, V. Morozov et d’autres savants. 

Dans ce chapitre nous nous occuperons uniquement des cas où 
l’on extrapole les solutions des systèmes algébriques linéaires sur le 
paramètre de régularisation. S'agissant des problèmes plus compli- 
qués (tels les problèmes différentiels avec régularisation), on utilise 
en outre les méthodes décrites dans les chapitres précédents. 


6.1. Régularisation d’un système dégénéré 
d'équations algébriques linéaires 


Soit C” l’espace hermitien de dimension #. On définit sur C” le 
produit scalaire et la norme” 


(u, v) = Ÿ #,0,.||u|| = (u, u)”. 


i=] 


* Les indices inféricurs des vecteurs sont les numéros des composantes. 
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On considère le système d'équations algébriques linéaires 
Ax = f (1.1) 


de matrice complexe dégénérée À de dimension  X #, les vecteurs 
x et f étant dans C”. 


On introduit la notation 


U = {ueC":| Au— fl — inf Av— f|}. 
vec” 


Un élément we U s'appelle pseudo-solution normale du système 
(1.1) si 


ju |] = min || u ||. (1.2) 
uvetv 


Ces conditions définissent le vecteur u’ de façon unique (voir [136)). 
Nous allons décrire un algorithme de construction de la pscudo- 
solution normale. On prémultiplie (1.1) par la matrice hermiticnne 
conjuguée de À: 

A* Ax = A*f. (1.3) 


Soit une matrice unitaire P et une matrice diagonale A — 
= diag {A,. À ……, À, } telles que 

AA PA:Pr (1.4) 
On passe dans (1.3) aux variables y — l’*x: 

Ay = P*A*f. (1.5) 


Si l'on pose F — P* A* f, la pseudo-solution normale cest définic 
par la formule 


uw = ly, (1.6) 
où le vecteur y a pour composantes 


= W Si À, 0. 
= 


1.7 
0 si À, = 0. F0) 


On approche le problème initial de minimiser la fonctionnelle 
sur U par un autre problème qui consiste à chercher le minimum sur 
C” tout entier (voir [134], [136]). 
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La méthode de régularisation s’énonce comme suit: trouver 
dans C” le point de minimum de la fonctionnelle 


1 o 
Dune+ Auf (1.8) 


€ du un paramètre positif. Le problème admet une solution unique 
£, € 
° j u/ — u° | — 0 pour € —+ 0. 
La dérivabilité de (1.8) entraîne la condition de minimum 
Bu =H. (1.9) 
avec D — A*A + el. H — A*f (I étant une matrice unité). 
On suppose que P et A sont celles de (1.4). si bien que le problème 


(1.9) se ramène par la substitution y° — l*ufau système d’équa- 
tions de matrice diagonale 


(A +el)y°=F. (1.10) 


On rappelle que F — P* A*f et que À, > 0 pour tout : = 1.2, ...,#. 
Etant donnée la dernière condition, le système (1.10) est possible, 
et Sa solution unique est définie par les égalités [1361 


=,  i=1,.,n. (1.11) 


À + € 
On se propose d'approcher uf par une somme de solutions asso- 
ciées à d’autres paramètres de régularisation. On signale le grand 
rôle qui incombe dans les relations (1.11) à la fonction 


1 
v (s) = - | (1.12) 
Ate 
Quand À > 0, elle admet des dérivées de tous ordres pour tout € 
non négatif, et on arrive sans peine à les évaluer: 


ll) = . (1.13) 


Qu 1 


Soit e, > € > … > 41 > O une suite des valeurs décroissantes 
de €. On utilise le polÿnôme de Lagrange : 
l 


1 eur) = Ya y (8) + Q (a), (1.14) 
f—1 
où 
A AH TE 
& — [1 1 . (1.15) 
je © 1 


jFi 
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On tire de [67] l'estimation du . 


L@ Can) < 2 FN] 


j=1 


Si ?, # 0, on a donc par suite de (1.11) 


L 
vit = » 7 vi + 4, (sui). (1.16) 
j+ 


où 


l 
ACIER [] GE 
j=i 
Si À = 0, la fonction + (e) n'est pas régulière au point 0, ct les 
raisonnements ci-dessus n’aboutissent pas. Mais l’orthogonalité du 
vecteur H = A*f au noyau de la matrice A* À implique dans ce cas 
l'égalité F, = 0. On désigne par À, la plus petite valeur À, non 
nulle. 
La relation définitive, conséquence de (1.16) (pour À, # 0) et de 
F, = 0 (pour À, = 0), s'écrit 
l 
y = à 4; y) + q JE 1). (1.17) 
j=1 
où 


1 
RESTES ERENE 


3=1 
Etant donné le développement (1.17),on démontre le résultat suivant. 


LEMME 1.1. Les solutions des problèmes régularisés (1.9) satis- 
font à la relation 


ut > au + ras.) (1.18) 


j=1 


l 
lri< alle, (1.19) 


71 
C, étant indépendante de €,. 
DÉMONSTRATION. On prémultiplie (1.17) par la matrice P, il 
vient la formule (1.18), avec r — Pq. On obtient l'estimation (1.19) 


en recourant deux fois à la propriété « la multiplication par une 
matrice unitaire conserve la norme », i.e. 


IHI=IPFI=IF}, Url=l?al=1gl 
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La sensibilité de la solution des problèmes (1.9) aux variations 
du second membre constitue un problème du plus haut intérêt. 
La nécessité d'approcher du second membre exact de (1.9) tient à 
ce que, primo, on calcule dans la pratique À*f avec une erreur même 
si le vecteur f est connu exactement, et, secundo, le système (1.9) 


e L] e v 
est résolu approximativement, 1.e. on cherche un vecteur u tel que 


le résidu B° u — H soit suffisamment petit sans être nul. On cherche 
donc la solution exacte du système 


B°v—H", (1.20) 
le vecteur inconnu H° vérifiant l'inégalité 
IH —H| <5, (1.21) 


avec S > 0 petit. Il est évident que B° (v° — u*) — H° —H. 
Comme la plus petite valeur propre de B° vaut e, l'estimation (1.21) 
entraîne de suite 
ve — ue < À. (1.22) 
Les estimations obtenues nous autorisent à proposer un procédé 
pour raffiner la solution des problèmes régularisés. 
Soit ‘e, > €o > E3 > .… > € > O0 une suite de paramètres de 
régularisation pour lesquels on a trouvé la solution des problèmes 


B": vi —— H*. (1 .23) 
avec les matrices Bi = (1% 4 + €, 1) définics positiveset HieC". ct 
| HŸ —H || < ,. (1.24) 
La solution améliorée est construite moyennant la formule 
k 
wi Ÿia, vi. (1.25) 
jæl 


où les poids 


k 
— € 
= Î 
EE [] _ 
€. €. 
i1 j ’ 
RÉ) 
THÉORÈME 1.2. Soit u/ la pseudo-solulion normale du système 
(1.1) et wi La solution améliorée définie par (1.25). La différence 
w*—u/ es! majorée. par 


k 5 k 

Iwi—wl< Vial +c fl €. (1.26) 
#ej , 
3=1 La | 


où lu constante c, est indépendanle de &;. 
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DÉMOXSTRATION. Puisque u/ = u* pour £ = 0, le lemme 1.1 en- 
traîne pour / = À et 24:11 — 0 
k 
f si 
u —Ÿ a u': r(0), 
jt 
avec 


Ir (O1 < ce. 


1 
Si l’on utilise l'estimation 


fut — V5] < 3, 


j 
on a 
LS LS 
Qu wep <a Vault NY a (09 — vo] < 
EL 571 
. 
Sr) + Va tlu VS, 


j=1 
d'où le résultat désiré. 


Quant aux quantités figurant dans (1.26). certains éclaircisse 
ments s'imposent. Les cocfficients «, dépendent en général du choix 
de £,. Mais on peut prendre e, tels que | «, | restent bornés pour tous 
les £, tendant vers 0. On partage par exemple le segment [0, e,] 
par les points &,, ..…., e, régulièrement cspacés. Dans ce cas, | «, | 
sont en général indépendants de e,. Un procédé plus général con- 
Siste à choisir 


RE (1.27) 


la constante r, ne dépendant pas de e,, auquel cas le lemme 2.3, 
$ 7.2 entraîne 
k 


C 
let | ; | 


Ca — 1 


quel que soit j = 1... k. La sensibilité de 6, à la diminution de 
e, est fonction du procédé de recherche de la solution des problèmes 
(1.23). Une étude plus poussée montre cependant que si la méthode 
itérative consiste à obtenir le résidu le plus petit, alors 6, varient 
peu. Par contre. cela cxige de nombreuses itérations. Nous 
décrirons plus loin un artifice qui vient à bout de ce défaut. 
On diminue la quantité de calcul à exécuter pour des paramètres 
de régularisation petits à l’aide de l’algorithme ci-dessous qui permet 
d'utiliser au micux la régularité des solutions par rapport à =. 
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Supposons choisis les paramètres <, = 2, — .. > €, “ 0, et soit 
le problème 


(AS A + 2, ju = .1*f. (1.28) 


On admet que le problème a pour solution approchéc v® et que 


le résidu relatif à v”* est égal en norme à 6.. 
Le problème suivant est 


(1% A + ec, 1) u® = A#f. 


On initialise avec le vecteur v“* ct on continue jusqu’à ce que les 
itérations aboutissent à une solution approchéc v* telle que le 
résidu correspondant soit en norme de l'ordre de &: 8,/e, pour que 


les contributions de l'erreur sur v“* ct de celle sur v* à la solution 
définitive soient de même ordre. 


Conformément au lemme, l’approximation initiale w3 du troi- 
sième problème 
(A* A + ec l)u* — A*f 


est définie par la formule 


Er — €» €2 — €1 
Le procédé itératif est arrêté après le pas donnant le résidu en 
£a 91/€1 pour la norme. 
Ainsi, on résout approximativement le #-ième problème 
(A* A + <l)ut — A*f 
tant qu'on n'obticnt pas le résidu en <,5,/e, pour la norme, ct on 
initialise avec le vecteur 


—1 


wi Ÿ B, vi. 


j "1 
où 
le =: 
_— i ! 
8, = [|] -— 
Iæ=l | "4 
I£) 


ct v3 sont déjà connus. 

Dès qu'on résout le k-ième problème, on utilise la formule (1.25) 
pour construire la solution améliorée. Cette solution vérifie le 
théorème 1.2. 


REMARQUE. Le cas réel cst traité de façon analogue. 


EXEMPLE. Soit le problème (1.1). où la matrice À ct le vecteur 
f sont récls et prennent les valeurs du tableau 6.1. On connaît les 
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& O‘OI 0'0 ‘0 0‘0 0'0 0‘0 0'0 0‘0 0'0 0‘0 0'0 
4 0'6 0'0 SC OL1'0 OLF'O—  OLS‘O— TT O—  TOF'O HIT'O—  STc O—  FÇ0'0— 
à 0'S 0'0 OL1'O OST '0 069'0— OST'T— 069'0— 1T'O— £o'o— 90'0— O£C'O— 
ë 0'£ 0‘0 OLF'O—  O0SY0—  OS1'0 OS£‘O—  O1T'0 O11‘T OLT'O—  OFS‘O—  O0£0‘O 
Fe 0'9 0'0 OL£'O—  OST'T—  OSC'O—  OS1'O 060‘0 O1S'0 OLT‘O—  ORS'O—  O£T'O 
: oc 0'O  TET'O—  O0690— OI‘O— 060 0—  FÇO'O 9$F‘0 £O1‘O—  FOT'O—  S$L0'0 
x 0‘ 0‘0 TO+‘0 1T'O— Ofl'1 o18'0 9$F‘0 FL6'I TSc'0 FYS'O—  TOI'0 
Z o'€ 00 HI1'0— €O'O—  OLT'O— OLI'O—  TON'O—  TST'O 96'0 SFT'O—  FI0'0— 
E 0'T 0'O  Sic'0— 90'0—  OFS'O—  OFC‘O—  FOT'O— +90 SFT'O—  +OL'0 St0'0— 
e 0'T 0°0 FÇO'0 — O££'0— 0£0'0 O£T'0 8L0'0 corn F10'0— STO'O— FÇ6'0— 
Ë } 91QUUHU PUO292S }9 F7 9911} 
[A 

1'9 NLIJQUI 


6.1) 
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valeurs propres de À, à savoir —2, —1,0,0.0. 1.2.2,3,4. La 
dernière ligne du tableau révèle l’incompatibilité du système. On 
résout (1.9) pour les paramètres €, — 0.01, €, — 0,5. 107%, €, =- 
= 1/3.107*, ct on construit moyennant (1.25) le correcteur linéaire 
w3 à partir des solutions u‘*, u*, u“* ainsi trouvées. Le tableau 6.2 
donne la pseudo-solution normale u” et les erreurs uw/— u‘i, w/— wt, 


les erreurs d’arrondi altérant au plus le dernicr chiffre significa- 
tif des résultats. 


Tableau 6.2 


Numéro 


u/ — ut 


u/ — vw: 


e la 
compo- w 
Sante 


l —0,9045 — 4,9 1073 -- 3,5:1073| --1,6-1073 —7,8:10$ 
2 — 1,5090 — 7,6 -1073 — 5,110, —2,5-1073 — 1,1-107° 
3 0,2455 — 1,3-1073 —8,9-1074| —4,5-1071 — 5,2-107* 
4 4,6468 1,4-10°° 9,5 -1073 4,7-1073 1,7-10 * 
5 —2,4135 — 1,1-10°* —7,9-10-3] —3,9-10"3 — 1,7-10:* 
6 — 4,0225 — 1,9-107° — 1,310"! —6,6-1073 — 2,810" 
7 — 1,5225 4,9 -107* 3,3 -107° 1,7 - 1075 2,6-10-* 
NS —2,2275 4,1-1075 2,8 - 1073 1.4-1073 2,6-107* 
J 1.2205 — 2,6 -10 -.1,8-10 3| —9,0-10"+ — 5,6 -107* 
10 0,0 0,0 0,0 0,0 AU 


Les résultats sont en accord parfait avec le théorème 1.2. 


6.2. Régularisation des systèmes de matrice 
hermitienne 


Soit le système d'équations algébriques linéaires 
Ax = f. (2.1) 


où la matrice À est hermiticnne dégénéréc d'ordre x ct les vecteurs 
x et f sont dans E”. 
On met À sous forme de produit 


ASPAPE: 


P étant une matrice unitaire et A == diag {2,. à 
matrice diagonale à éléments récls à, 


(2.2) 


ss À Lune 
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On passe dans (2.1) aux variables y — P*x: 
Ay = PEE 
ct on pose FF P#f, auquel cas l1 pscudo-solution normale de 
l'équation (2.1) est définie par la relation 
x: l'y. (2.3) 
avec y € E" de composantes calculées par les formules 
i r. si }, # 0. 
O st 2, == 0. 
On aborde, au Heu de (2.1). le système suivant 
(1 + is) x = f, (2.5) 


« LS #» e. e le, ® Ld LA 
où sest un paramètre réclpetit.i =] —1 ct Z est une matrice unité. 
Toutes les valeurs propres de la matrice À + ie / sont de module 


supéricur à | e | ct se situcnt dans le demi-plan Im À > 0 (cas e > 0) 
ou Jm À < 0 (cas € < 0). 


REMARQUE. S'agissant de À symétrique réelle et de f réel, le 
système complexe (2.5) cst équivalent au système d'équations al- 
gébriques linéaires sur le corps des nombres réels 


cl— A1Iv7T 10 

4  =1][w f | 
Ceci étant, entre les solutions a licu la relation x° = v° — iw*. 
On note que sclon que € > 0 ou £ < 0, la matrice de (2.6) est défi- 
nie positive ou définic négative dans l’espace cuclidien (réel) de 
dimension 2# muni du produit scalaire 


(2.6) 


(a. b) — ÿ a, b,. 
EX | 
Le changement de variables 2 — P*x° ramène le système (2.5) à 
(A +il)# = Psf. 


On approche la pseudo-solution normale par la somme de plu- 
sicurs solutions régularisées obtenues pour divers paramètres de 
régularisation. 

Soit À > | un cnticr. Etant données les formules (2.4), on cons- 


tatc aisément que le problème d’extrapolation dépend du compor- 
tement de la fonction 


Î 
a, Re 
à | À +is 
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pour à ct e récls. Si à = 0, la fonction +, (e) est indéfiniment déri- 
vable var rapport à «, ct on évaluc facilement ses dérivées en va- 
leur absoluc : 


On développe +, (s) en formule de Tavlor ct on s'arète après k 


premiers termes, il vient 
Li | ; 
va () = ÿ ITS (—i)! + Ê(s). (2.7) 


où |S(e)|<{el“{/ [Alf Soit maintenant e,, j-1, .….. k, un jeu 
e paramètres non nuls. On forme la combinaison linéaire 


k 


La (e,). (2.8) 


J=1 


avec les poids &,; tels qu'on approche au micux - (0) pour €, — 0. 
On additionne les développements (2.7) ct on annule À premicrs 
cocfficicnts des puissances de à, il vient 

k 
@ ; — Ï. 
j—1 
: (2.9) 
Yael = 0, = 1, k—1. 
J-1 


La solution de ce système cest 


k 

re (2.10) 
1-1 © — 2€: 
(E) 


Avec cette famille de poids &,, la combinaison linéaire (2.S) approche 
+1 (0) avec la précision (voir !67]) 


Ù 
TX (0) Ÿÿ Xj fx (2) pr [1 j 
J—1 | | j—1 
Si À 5 0, on a donc la relation 
k k 
size Yep + gl, (2.11) 
j=l j-1 
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où 
_k—1 


| de | ES e l,ù 


Dans le cas contraire, le système (2.1) est incompatible, si bien 


qu'il faut que 
k 
Ÿ #.-0. (2.12) 
J=1 °J 

D'où la relation 


k 
ar — 0 — ÿ, au. 
J- 1 
On garantit l'égalité (2.12) par deux procédés différents. 
Le premier procédé consiste à remplacer (2.9) par le système 
k 


sl 
Ÿ sr 0 


j':1 


Saut, (2.13) 


j-1 
k 


Yu — 0, ls 2, ….) k — 2, 


J—i 


dant le déterminant est calculé sous forme explicite: 


k 
[] (ei; — €) /F €. 
IRIS i 1 
Ce déterminant s'annule si €, = s,, 1 # 7. Le procédé présente le 
désavantage de détériorer la précision. En effet, on a beau disposer 
de * paramètres, la dernière équation (2.9) n’est cn général pas satis- 
faite, si bien qu'on cxtrapole en fait sur À — 1 paramètres. 

Dans le second procédé. on remplit la restriction supplémentaire 
(2.12) grâce à un choix spécial de e,. 


LEMME 2.1. Soil e, distincts deux à deux, non nuls ct ils que 


k 
d, c;! 5 0, (2.14) 
7-1 
On a, pour les solutions à, du système (2.9), la relation 
k 


ÿ ae; == Ù. 


j=1 
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DÉMONSTRATION. Soit le système 


= = k — LEp 
Î C] ct …. €: Ù b, ©! 
lé, cs b, CV 
(2.15) 
Du CE 2.4 b st 
x € + € £-1 k 


Le déterminant de sa matrice cst égal au déterminant de Vandermon- 
de Ve;, €, .... 4). Comme e, sont distincts deux à deux. le sys- 
tèmce possède donc une solution unique. On cherche à, par la règle 
de Cramer : 


a | _ = eh —1 
v1 D | v1 e DS | 
I £a + .….. Se L 
by = ——"— det 
r (1, °.. cx) e ° , 0 e e 
| m se me { 


&{: D à & . LT à 
Le lemme 2.7. X 7.2 Qu lc dernier déterminant, si bien que 


e7! æ = —— 
by = —— CORRE S & [' .. Ep_1. Sjipe ce ex) = 0 
er CA 


Jui 


(& , 


en vertu de la condition (2.14). 


On calcule de même à, restants. j := 1... -- 1, et 
k—1 
Ÿ cites So D lisses al (2.16) 
1-1 


k—1 k , 
l ee = 0 
» "1 D sr 


On change l'ordre de sommation ct on utilise (2.16), il vient 
k—1 


—Ùl 
: DEEE 


3 1! 
c.q.f.d. 
Les résultats obtenus sont à la base d’une méthode de recherche 


de la pseudo-solution normale. Soit # > 2 un entirerct €,. j:== |, … 
, #, une suite de paramètres récls vérifiant (2.14). On suppose 


L €. & ; . _ ne 
connucs = solutions x” des systèmes régularisés (2.5) associés aux 
paramètres €;. 


6.2] REGULARISATION DES SYSTÈMES 329 


On forme la combinaison linéaire 


x eV ax. (2.17) 


zx, élant solution du système (2.9). On a le 


TUÉORÈNE 2.2. Le vecteur x défini par la formule (2.17) ap- 
proche la pseudo-solution normale du problème (2.1) avec la précision 
relative 


- k 
lens ci fe e.1 
J 1! 


u clunt la valcur propre non nulle de plus petit module de A ct xf la 
pseudo-solution normale de (2.1). 


DÉMONSTRATION. On décompose les vecteurs xŸ et x dans la 
base forméc de vecteurs propres de A4. Avec Ics notations (2.2) à 
(2.4). on écrit le carré du numérateur du premier membre de (2.18): 


j=1 
les termes relatifs à, = 0 étant omis. On se rappelle la formule (2.11) 
ct on évalue chaque terme du second membre de la dernière rela- 


tion : 
a 
LE er ns (re). Li 
Ainsi, 
2 —2k - < +. Or: - - Û 
FETES {L +) SFr 2" [M +) xl 
j==1 l=1 J=71 


qui entraîne de suite l'affirmation du théorème. 


Comme on demande à la fois plusicurs solutions de (2.5) asso- 
ciéces à € différents, une remarque s'impose: on initialisc chaque 
fois avec l’approximation obtenue à partir des approximations 
précédentes. 

On suppose, par exemple, résolu le problème (2.5) avec €, (on 
diminue le temps de calcul en prenant pour &, celui des # paramètres 
connus qui cst de plus grand modulc). On construit l’approximation 
initiale x*° pour le problème (2.5) associé à <, à l’aide de la 
formule 


ge 0 LE qe, (2.19) 
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Ce choix garantit un cocfficient convenable de la composante rela- 
tive au novau de la matrice 4. En effct, une même composante 
intervient dans x avec le poids 1/(is,) ct dans x“ avec le poids 
l/(iz,). 
Connaissant les solutions x“ et x, on forme l’approximation 
initiale 
xp or, 


les cocfficients de pondération $, étant obtenus moyennant le 
système 


NP EL 
©1 €C+ Cr 
si +B= 


Etant donnée la formule (2.11), on voit que x°*’° approche x* avec 
la précision O (€). où 
Ee —= max |z,|. 
1<i<k 
S'agissant de la solution x“, l'’approximation initiale cst 
donnée par la formule 


2,0 


€ Z: € 
X = YaiX" EE veX SE YaX 


avec les poids définis à partir du système 


et dans ce cas 
xs" — x] 2 O (&°). 


On illustre les résultats obtenus par un exemple numérique 
où figurent la matrice A et le vecteur f du tableau 6.1. On résout 
le problème (2.5) pour trois valeurs du paramètre € : €, == 0.01, 
€, = 0.5: 10"* ct e3 = — 1/3-10-*, ce qui garantit la condition 
(2.14) du lemme 2.1. Ci-dessous deux tableaux donnant la pseudo-solu- 
tion normale, les erreurs sur les solutions régularisées x* ct l'er- 
reur sur la solution cxtrapoléc x (le tableau 6.3 donne les parties 
réelles de ces vecteurs et le tableau 6.4 leurs parties imaginaires). 
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Tableau 6.5 


Numero 


— +€t ve: — 03 _— 

SC OCT RE Ce D EEE 
—0,9045 | —49-10-5|Û  —1,2-10-5 _5,5-10# | 6,5-10-° 
2 _1,5090 | —7,7-10-5|  —1,9-10-5 8,510 | 1,1-10-° 
3 0,2455 | —1,3-10-3| —3,3-10-* —1,5-10- | 4,2-10- 
4 4,64168 1,4-10-4| —3,6-10 5 1,6-10-5 | 1,7-10 ? 
5 _2,4135 | —1,2-10-1|  —2,9.10-6 1,310 |-7,0-10710 
6 —4,0225 | —2,0-10-4|  —4,9-10-5 —2,2-107$ 1,9-10-° 
7 — 1,5225 5,1-10-8 1,2-10-5 5,6-10- | 2,1-10-° 
8 — 2,2276 4,3-10-6 1,0 -10-5 47-108 | 1,9-10-° 
9 1,2205 | —2,7-10-5| —6,8-10-S _35,0-10-8 | 5,5-1071° 

10 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 


Tableau 6.1 


Numéro 
Re lin (x/) CET (x/ — x£i) Bu (x/ — \°!) ET (x/ — 1°1) lin (x/ — x) 
Sainte 
l 0,0 —2,87-101 — 5,75-10! 8,63: 10! 108 
2 0,0 — 5,75-10! — 1,15-10° 1,72 + 10° 107* 
3 0,0 — 2,85 - 10! — 5,75 101 8,65 : 101 10° 
4 0,0 8,04 * 10! 1,72 - 10° — 2,59 -10° 1077 
5 0,0 1,43 - 10° 2,87 - 10° — 4,50 : 10? 10°* 
6 0,0 6,00 1,2 -101 — 1,8 -10! 10-* 
7 0,0 — 1,43 10° — 2,87 * 10° 4,5 -10° 10 * 
ÿ 0,0 1,44 - 10° 2,88 : 10° — 4,3 10° 10-° 
J 0,0 —2,87-10! — 5,75 -10! 8,6 10! 107* 
10 0,0 105 2,0 -10* — 5,0 -10° 10-1* 


Si l'on fait la comparaison avec les résultats du $ 6.1, on constate que l'extra- 
polation basée sur la propriété de symétrie de la matrice .{ est plus cfficacc. 
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6.3. Extrapolation des solutions avec fonctions 
du type couche limite 


Le fait d'utiliser un paramètre petit conduit souvent en physi- 
que mathématique à des résultats utiles ct importants. On introduit 
par excmple couramment des dérivées d'ordre supéricur avec poids 
petit pour modificr les conditions aux limites ou lc type de l'équa- 
tion différentielle. Les méthodes d'extrapolation sont en l'occur- 
rence d’un grand secours pour construire des algorithmes de calcul 
économiques. Nous allons examiner deux exemples dans lesquels 
l'algorithme d'extrapolation s'appuie sur certaines particularités 
des solutions. 


EXEMPLE Î. On remplace le problème imilial 
— Auf dans 9, 


3.1 
H=:g sur dl Qi 
par 
—Au,:=f dans 9. 
ou 3.2 
mm +re==g sur PF. (3-2) 
on 


Ici © est un domaine borné bidimensionnel de frontière l'régulicre, 
OuJon la dérivée par rapport à la normale extérieure à let & > 0 
un paramètre petit. 

Ce changement de problème a par cxemple pour but de passer 
à d’autres conditions aux limites (voir [33j). ce qui simplifie un 
peu la pratique de la méthode des éléments finis (voir [611, [115), 
[132)). 

Avant d'aborder l'étude du développement asyÿmptotique pour 
um. on démontre pour le problème (3.2) le 

THÉORÈME 3.1. Soit «, solution du problème 

— Au, = 0 dans 9, 
Hy À = SAS = #, sur 
on 


cl u, solution du problème 


— Ai, = 0 dans  Q, 


Use = gs sur PF, 


avec leC*'}; 9, meC't (l): 2e(0, 1) 
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L'inégalrlé 


cHlratie 
lu,l< # Sur ©. (3.3) 


DEMONSTRATION. On pose le problème pour la différence v — 
se ir 
— Au —0 dans 9, 


gs sur À. 


On suppose que v prend une valeur négative dans Q, auquel cas 
celle atteint par continuité sa plus petite valeur négative en un 


point x,. On montre que x,e Q. En cffet. si xse |”, alors 
À 
£ — (x Xy) = Se (Xy) NI (Xu) — v (x,) 0 


la dérivée dv/0n garde par continuité le signe dans l'intersection 
d'un voisinage de x, et du domaine (. Aussi la fonction v est stric- 
tement décroissante le long de la normale intérieure à l'en æo" ce 
qui contredit la condition de minimum en ce point. Donc x,ef. Le 
principe du maximum entraîne alors v & const sur Q. 

Soit un point quelconque x de F. Comme ÿ — const, on a LL (x) — 


On 
-: 0, si bien que la condition aux limites devient 


ù (x) = 82 (x) — 81 (x). 
On a supposé v(x) < 0 (comme c’est le cas partout sur Q), et #.,(x) — 
— (x) > 0 par hypothèse du théorème. Ainsi, l'hypothèse de v 
négative au moins en un point xe{ nous a conduit à une contradic- 
tion. 
Donc 
U=— Hs--1, = 0 sur Q. 


Si l'on pose ? = 1 + 1, on obtient 
1 + 0, > 0 sur Q. 


Les deux dernières inégalités donnent (3.3), i.c. l'affirmation du 
théorème de comparaison 3.1. 


Quelles sont les conditions sous lesquelles 7. admet un dévelop- 
pement asymptotique? 


THÉORÈME 3.2. On suppose que le problème (3.1) remplit les 
condifions de régularité 


PAC, geCT(T), feC! (A), (3.i) 
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avec L'non entier. Sa solution admet Le développement 


- 
L 4 


s 
k = 
a Ut )X Ve | ct" 2. sur ©, (3.5) 
k- 1 


où S = [?], les fonctions v, ne dépendent pas de e et 


max [æ.|< ci. (3.6) 


la constante c, élant indépendante de &. 
DÉMONSTRATION. On pose ?, — u# et on définit :, moyennant la 
suite de problèmes 
—Av,—0 dans A, 


dv 
= — "11 sur PF (3.7) 
On 
à 


Aux termes du théorème 1.2, $ 4.1, la solution # du problème (3.1) 
est dans C'T?(û) et les fonctions +, e C'*?7! (Q) sont indépendantes 
de €. On introduit la fonction 


s 
=] = 
5 -0 


Il découle de (3.2) 


— \w, — 0 dans Q, (3.8) 
dit'z « 
we, + es -: Ps sur 
On on 


Puisque v, e C't? (QG). on a dr, JêéneC""*" (l), si bien que la solu- 
tion du problème (3.8) existe, est unique ct appartient à C**?(ü) 
(voir [26j). Les estimations de la solution et de ses dérivées dépen- 
dent en général de €. On montre cependant que ce n’est pas toujours 
le cas en ce qui concerne %.. On applique le théorème 3.1 aux fonc- 


tions 


Evidemment, 
— Ag — 0 dans 9, 


dvs 


Ow 
+ e— — max sur F. 


on r 


on 
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Par conséquent, 
|æ&|<æ sur Q. 


Si l'on pose 


, 
La 


sell De 


on 


r 


on aboutit à (3.6). ce qui démontre le théorème. 


Comme on cherche # ct non #.. on utilise en vertu de (3.5) une 
extrapolation linéaire usuclle sur le paramètre €. 

On suppose qu'on est dans les hypothèses du théorème 3.2. On 
cherche #,7,, solutions associées à e/k, k = 1. .…., s+ 1, des prohlè- 
mes (3.2). et on forme le correcteur linéaire 

sti 
CE =V-unx sur 0, 3.9) 
> 


ou 


| s—k+1 s+1 
Te ri PE : . 
kUs—k 1)! 
THÉORÈME 3.3. On suppose vérifiecs Les hypothèses du théorème 
3.2. Le correcteur (3.9) admet l'estimation 


QU — | < cet", (3.10) 
avec la consianlte c, indépendunte de €. 


DÉMONSTRATION. On utilise le développement (3.5) pour # — 
— 1,.…..s + 1, on forme le correcteur U* ct on applique le lemme 
2.1. $ 7.2. il vient 
s+i 


Cd <s'!'1 
[; = : 11 -- € TE UATTE 
PARLE 
k=1 


On porte # à gauche, on prend le module des deux membres et on 
recourt à la majoration (3.6). On posc 


s!1 
| Ye | 
"| 


? 
k=! 


ce qui donne l'inégalité voulue (3.10) 
Le résultat obtenu permet de calculer # avec une grande préci- 


sion à partir de plusieurs solutions approchées#.7 pour e/k suffisam- 
ment importants. On conçoit que la caractéristique « économie » 
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dcs algorithmes de culcul s’en trouve sensiblement améliorée. On 
atteint une cfficacité particulièrement grande si l'on accorde l’extra- 
polation sur € avec l'extrapolation sur le pas du réseau de discrétisa- 
tion. 


EXEMPLE 2. On se place cn dimension i pour simplifier 
l'exposé. Soit le problème modèle qui se pose dans le calcul du 
mouvement d'un milieu avec viscosité faible: 

— eye Far — f sur (0, 1), 


Ve (Q) — Vo» Ve (1) nn Vie 
Ici s>0 est un paramètre petit. a(x)>0 et /(x) sont des fonctions 
suffisamment régulières. D'après [5], on cherche la solution sous 
forme de somme 


veut bé VE em. sur (0, 1. (3.12) 


a ctant solution de 


(3.11) 


au = f sur (0,1), se 


problème qui est limite de (3.11). Les fonctions b(x) et d(x) > 
sont continues sur [0, 1] et indépendantes de &. Le reste a, ut 
la majoration 
LAESS (3.14) 

où la constante c; ne dépend pas de € 

Dans le problème (3.11). on demande non la solution limite # 
(comme dans l'exemple 1), mais l’approximation Ye, Pour un 
certain €, suffisamment petit. On cherche cette approximation ù 
l'aide de plusicurs solutions 3. €, étant sensiblement plus grands 
que €: 

Considérons le cas où l’on connaît la solution de (3.13). On 
trouve deux solutions 34,3%, de (3.11) pour e, et ee == 21/2 


supérieurs à €. On néglige le reste dans le second membre de (3.12) 
et on passe aux formules approchées 


_ "4 
“eut bé eve ut be, 


Onen tire, pour les inconnues b(x), d(x). xe(0, 1), le système appro- 
ché 


—Q/e 
US Ve Ut. 


bei & Ve be 
7. ‘4 

On divise la première équation élevée au carré par la seconde, 

vient 

(ve, — «)° 


Ye, — 4 
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Divisons la seconde équation par la première : 


e CR EE À 
ee _ 75, ; 
Je, — 
On rappelle que 
eut be 4°, 


Aussi 


x 2 = — e /: 
Je ÆU + Se ee = | "- (3.15) 


(,] , = 
22, LL 3 2, LU | 


Comme le second membre renferme des quantités connucs, on le 
prend tout naturellement pour unc approximation de 1. On pose 


_ nu "S<,/e — 
Ye = 0 + (ve, — 1) er ; É (3.16) 


. le — 1 
>=, à 


Cette formule n'est utile que pour xEe[0, 1] tels que la fonction 
du type couche limite diffère de 0 au moins d'une quantité de l'or- 
dre de £: 


LD (x)l exp (— d'(x)/eo) > ca €o. (3.17) 


avec c, une constante positive quelconque indépendante de €. Si 
b(0) # 0, il existe au voisinage de 0 un segment [0. 5,] sur lequel 
la condition (3.17) se trouve satisfaite. Si b(1) # 0. c'est une région 
autour de 1 qui renferme un tel segment, à savoir [à., 1 ]. Ces segments 
constitucnt un ensemble noté w. 


On se propose d'étudier la précision de la solution extrapoléc 
Ye, ct la stabilité de (3.16) vis-à-vis des erreurs résultant du calcul 
approché de #, 1e. 1. Soit xeo ct les approximations respectives 
ñ. Fe. Ÿ., obtenues avec les erreurs 

x — (x) — u(x), @e, — Ÿe, (x) — Ve, (x). 
Ge, — ÿe. (x) — Ve (x). (3.18) 
On utilise les valeurs approchées de (3.16), il vient la solution extra- 


polée 


de 1 \/ 
V. = 1 + (fe —à) — (3.19) 
ÿ:, — 4 


Quelle en est lu précision pour &, petit et le rapport fixe 
E1/£a = À > 2? (3 20) 
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THÉORÈME 3.4. On suppose que la représentation (3.12) a lieu 
en un point xEw. que le reste est évalué par (3.14) et que les erreurs 
(3.18) sont O(ei): 


max ([œf. [ae |. [æe, |) cs el, où L> 1/k. (3.21) 
On a pour €, suffisamment petit 
Le, (1) — Ye, (IS cos + al + le, | Fac D). (3.22) 
DÉMONSTRATION. 11 découle de (3.12) ct (3.18) 
Ve, —# = b'exp (dfe,) + sue + œ — «x 
a, — à — b'exp (— 2d/e,) + «, we:/2 + Le, 7 & 


On désigne Eye + @ Par fie 2-4 ce — œ par fs 
et a —eote, par Ba. ct on introduit la fonction 


4 (lie le. da) = + some + {3 + (b exp (— d}s) + 4) X 
x [(b exp (— 2dfes) + /2)/(b exp (—dfe,) + 4)Ÿ— 

On note que (0, 0. 0) — v, et 16 (Bi. Be. Pa) — Ve On dé- 
montre que # admet pour f, suffisamment petits des dérivées bornées 
a (it) == (2—-h)[(bexp(—2d/s,) + 4)/{bexp(—dfe,) + LP, 
: tt) =(k—1)(bexp(—2d/e)-+4)/(bexp(—dfe)+ 1) 


PA el 


On considère d’abord le A de 
À = (b exp (— 2d/:,) + 8) / (b exp (— d/e,) + 4). 
L'estimation (3.17) entraîne 
exp (—d/e;) > (ca c0/fb|)e "4 = ca cul] bel)”. 


Donc 

[db] cxp (—d/s) > c; >. (3.23) 
Les majorations (3.14), (3.21) PINS l'inégalité 

Le 1Bl< cac + 2 ce. (3.24) 


Si />1, alors (3.24) donne par suite de e, <l:14,]< (cs + 26)e. 
Si /<1, alors le résultat correspondant est |4,|< (es + 2cyef. 
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Dans les deux cas, |/,] est un infiniment petit d'ordre supéricur à 
celui du second membre de (3.23). Aussi 


[b| exp (—d/s,) > 2 ]/,| 
Ve, < min fl, fees + 2 6), Ces/(ca + 26,)2] 7. 
D'où 
Lo exp(—d/s)+4l > 16} exp (— dfs)). 
On a, compte tenu de cette inégalité ct de (3.23). 
l é 
LA <ilél exp (—2d/s) +411 — bl exp (—d/2,) |< 


<2 exp (—dfs,) + 2e 714, Je. 
(3.14) et (3.21) entraînent 
lle l< Ca 21/2 + 20, €. 
On réunit les deux inégalités ct on se rappelle que s, <1, d>0, 
1/k < 1, il vicnt 
Par conséquent. 
= (ln le. ls) |<coVi=1,2.3, VUelO, Be] (3.25) 
Î 
oùc=max{i,(k—2)cs ",(k—1) Ga Le 


On a par Lagrange 
du 
1 (81. Pa, Ba) = # (0, 0,0) + BR; oi. (E1e Bas Ba) + 
1 


+ Be (0, Ex, Ba) + Pa (0,0,E.), où Eel[0, Bi]. 


On obtient donc moyennant (3.25) 


[14 (Bi, Be, Bs) — % (0, 0, 0) < co (| Bal + Bel + 1 Bs 1): 
Le premier membre est égal à |3 (x) — Ÿ (x)]. On évalue les 
termes à droite par (3.14), et on aboutit à (3.22), c.q.f.d. 


L'exemple ci-dessous illustre l'efficacité de cet algorithme 
d’extrapolation. Soit, dans le problème (3.11), & (x) = 1, f (x) = 
— 10(2— €), y, — y, = 0. Le problème admet pour solution la 
fonction 


Ve (x) = 20 — de + (20 — &) (cth y sh yx — ch ;x) + 


D Ae0 de og 2... 
sh y 


1— €*° € 


340 EXTRAPOLATION DANS LA MÉTHODE DE RÉGULARISATION [CH. 6 


On trouve dans le tableau 6.5 les solutions 4 calculées par cette 
formule pour €, — 0.1, e, — 0.05 et :, — 0,01, la solution # — 
= fJa du problème dégénéré et la solution extrapolée Ye. 


Tableau 6.5 


3 | ÿz, | Ye, | V2 | Ye 1 
0 0 0 0 0 10 
0,01 0,3106 0,7074 6,2201 6,2556 9,8995 
0,02 1,5905 5,0860 8.144357 S,4554 0,7980 
0,03 2,258S2 14,1555 9,1966 9,2055 9,6955 
0,04 2,8515 5,083S 9,4077 9,14114 9,5919 
0,05 5,57 74 5,7914 9,41S9 0,4210 9,4875 
0,06 5,812 1 6,5506 9,35558 9,3573 9,58 16 
0,07 4,25 14 6,7SS2 9,2647 9,2660 9,2749 
0,08 4,6 104 7,1261 9,1627 9,1658 9,1671 
0,09 4,925S 7,3820 9,0559 9,0570 9,05S3 
0,10 5,1958 7,5706 8,9468 S,9478 S,9485 


On voit que les résultats de l’extrapolation concordent bien 
avec la solution exacte au voisinage du point x = 0, et cela en 
dépit d'un écart sensible entre la solution cherchée y. ct les valeurs 


0 
Ye. 2e, %# utilisées dans l'extrapolation. 


CHAPITRE 7 


ANNEXE 


Ce chapitre comprend plusicurs résultats simples qu'on a utili- 
sés plus d'unc fois dans les chapitres précédents. 


7.1. Développement des quotients différentiels 
suivant Je pas du réseau 


Les résultats de ce paragraphe sont des conséquences simples 
de la formule de Taylor. 
LEMME 1.1. Si les points x. x  k apparlicnnent au segment 
[0, 1]. foule fonction v (x)e C"[0, 11 admet les développements 
V (x) = _V (x + h/2) — vV (x _ hf2) 
} 
(2641) 


: ie (x —mt#+1 ym—1 
AN —— — © +2 / (II 
mRiHD! D 


où y — [m/2]— 1: | 
: | _ : q 25 (26) 
0) RER CER ET RO ee 5 pe CLS) 


G 5-0 (25)! 2° 
où 4 -= [(m— 1)/2];: 


; é TA OESTONR CES (541) _ mi 1.3 
ROVER » ne EU a) 


cl 


v v(x)—r(x — 4h) 1 E — h) (— h) gt +0 m—1 
VV) — —— X) - hi Fa, | 4 
(x) = D: (x) + a, (1.4) 
toutes Les quantilés x, élant indépendantes de x el h et bornes bar 


| 
— max ot" ]. 
ml 10,1] 


Ces développements sont à la base du 
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LEMME 1.2. On suppose que les points x, x + hk appartiennent 
au segment [0, 1] et que peC" [0.1]. veC”'"([0, 1]. On a le déve- 
loppcment 


2 __ px + 4/2) (u (x + 4) —v (x)) — px — h/2) (v (x) — à (x — h)) EL 
(he) Le = PERDRE ER NE p CERN CAD ED 

q Q2i+1  \(2jH1) 
ST) (p (x) 077" (a) a tu (1.5) 

s=0 0<itjes (25 + 1) 1(27 + 1) !4 

où qg ={{(m — 1)/2], 
ls | < ec max | p°? [ max | ut) |. (1.6) 
LS: Oésem-1 


avcc la constante €, indépendante de x, hi. p, v. 


DÉMONSTRATION. La formule (1.1) entraîne 


. [< -+ Lors) = vs) 
2 h 
Ÿ n° * (2 4+1) ha m _ — 
D ere à fr —-)+4 #2, 
a Uk+1)! 2 
te + +] = EE 
2 h 
d 2e PE OT . 
= D a Ts + a h"x*, 
ms 4244 D! 2 
où 


[xt] < ns IFR D (1.7) 
2 En + D'I0N 


On multiplie ces différences divisées pur les valeurs correspondantes 
de p, on cffectue la soustraction, on divise par 4 et on applique le 
lemme 1.1. à chaque terme pv**""}, il vient 
px + Af2) v3 (x + h]2) — p (x — hf2) vs (x — h]2) = 
=È — n° p Ce h52) 2 tt 4/2) pa MID (END à 
és dEk+UI d 


4 


+ A" Cp (x + 4/2) #Ÿ — px — h2) x 2. 


AT ENT ù 

_ 2 j ” :. __—. - 

x|Y (pr) EG Ep pre 
_ 4(23+11! 


+R (px + 2) xŸ — px — h2) x"), (1.8) 
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où 
” 1 : MERE SNCES 
Lite ———— max | (pré PME 
2 fm +t—2g)t (MN 
(s) (5) 
<< —— max A (1.9 
o(m+i— ri me l2 |, ma +1 | - 
(0, 1) (0, 1] 


La dernière inégalité découle de la formule d’un produit #1 fois 
dérivablc. En identifiant les termes de même degré en # de (1.8), 
on aboutit à (1.5), et l'estimation (1.6) résulte de (1.7) ct (1.9). 


LEMME 1.3. Soit veCY°[x —h, x + h]. avec L>2 entier ct 
ae (0, 1). On a l'égalilc 


1. Le 9 k ui, x En 
nas = ES ee en à ÿe restau à 


+ HT (x), 
où Ss = [//2] — 


Le (te el, 


Çr—h, x+h) 
DÉMONSTRATION. On a par la formule de Taylor 
0 (x 4-4) VEN LE 90 (x) + ES vM (88). (1.10) 
ET 11 
La dérivée v" est continue hôldérienne d'exposant æ, si bien que 
Lo 4) — 2° (al | 
a ul 
| e* Le LE C [3—h, z+h}. 
On a par suite de la condition [EE — x] <k: 
E (1) (££) — on | x) | £ Ch”, 
auquel cas la formule (1.10) entraîne 
1 i 
v (x +4) = ÿ _— 0 (x) + HT pË (x), (1.11) 
3 
m0 


où | p* (x) | < . 


On utilise le développement (1.11) pour calculer ty (x). 
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_ n° 2 542 —2+a f - 
va) = 2 Ye 9 (a) ARE (et (4) + 6° (x), 
CEA U 
d'où 
ee 
ne FT Mollise +7 M 
c.q.f.d. 


7.2. Sur la résolution des systèmes d’équations spéciaux 


Soit le système d'équations en , 


. (2.1) 


Ÿ ut = 0, DER PR 


Il est connu (voir [102])) que le déterminant de Vandermonde 


Ù 1 ..,. | 

: v d'A . eo V. 
Fvi. vs. vu) = det | ,  ° ee 
; RS EE 


est calculé par la formule 
2 (v.. Vas .... Vas) —— [1 (v, __— v,). (2.2) 
i<j 
Le système (2.1) est donc compatible si ct seulement si tous les v, 


sont distincts deux à deux. Le problème (2.1) est alors abordé par la 
méthode de Cramer: 


Vus ee Wione O, Hisne 2e Bou), (2.3) 


Fbisssss ME  U dt) 


?, 


(OR 
où l'on pose 0" = 1. On a. en particulier, le 


, $ Et l 
LEMME 2.1. Si le système (2.1) a ses cocfficients ,= —, alors 
t 


k == 1, se SE I. 


VX — 


RI(sS—&+I)l 
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DÉMONSTRATION. On cffcctuc dans (2.3) les substitutions par la 
formule (2.2) ct on réduit les termes identiques, il vient 


k—1 s+1 


se Mot |) =. (2.4) 


Lg — [{L Lg — lg 
pan UE TU gg Mi 


On remplace u, par [/i, et on a l'affirmation voulue. 
On démontre de même le 
LEMME 2.2. Si le système (2.1) a ses cocfficients n, — Ji, alors 


S—kR+1 ,25s1-2 
nr k= | A 
ve = rs v . S | . 
S+A+II(s—-Hk+I) 


LEMME 2.3. Si les cocfficicuts du système d'égualions (2.1) 
remplissent la condition 


Ult > Î À- « 1 — Î. ..….. S. 
avec c unc constante positive, alors la solution du svstème est évaluée 


par 
R£ <[ <<}, =. 1, …, s +4 |. 


DÉMONSTRATION. On transforme la formule (2.4): 
k—1 s+1 


bal = —— F1 [+ 


ee nn 7 


__… — |, 
et on récrit la condition du lemme : 


li > (1 + c}— > 1 + 6 pour 1 < À. 


Les estimations des facteurs de l'égalité précedente fournissent 


1 \e1 1 \s—k+1 1 dec ‘1 s 
vel < |) al +— = «| +) , 


c C 
ce qui démontre le lemme. 


LEMME 2.4. Si le système d'équations 
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a des cocfficients tels que 


Ve 


DUT, Sel Lust de 0 (2.5) 


Vi+1 
alors Le système admet une solution unique vérifiant l'inégalité 


A+ ue) 


.|< Re 
TB | 2d4-;-d |! 


., S; 


La démonstration s’inspire du lemme 2.3 à condition de poser 
vi = u,. L'inégalité (2.5) devient 


LL D(+d)=l4+2d+4, 
tr 
ct c = 24 | d° dans la condition du lemme 2.3. 
Soit le système d'équations cn a, 


s 


Ÿ auil = pt, PR na EL (2.6) 


Le déterminant de la matrice du système est égal au déterminant de 
Vandermonde V (u,. .…, 1,.,) dont il est le transposé (voir [102]). 
Si p, sont distincts deux à deux, (2.6) possède donc unc solution 
unique. On demande le coefficient 


s+1 s 
{t {lt RE CT 
det | 5! ou e. 


s+1 £ 
- (sy (spy °°° spas 


(e — > 
V (Us Las oc, Us+a) 


On transforme le numérateur: dans chaque ligne du déterminant 
on met u, en facteur, puis on met la première colonne à la dernière 
place, il vicnt 


s 
&, — (— 1) tustts . Ulsyn V (ty Use cs Utssn) = 1} Res (2.7) 
V (lys Us Us+1) 
LEMME 2.5. On adinel que u, sont pour lous les à = |, ..…..s 
distincis deux à deux et que y, sont oblenus moyennant lc syslème 
(2.1). On a 


s+1 
Yi vaitt = (— 1) pape ce Une 


im] 
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DÉMONSTRATION. On transforme le premier membre par les 
relations (2.6): 


s+1 s+1 s+1 
À arte Sn Sœur 
joel je) il 
on change l'ordre de sommation 
si1 sHt1 sti 
i -1 j-1 i--1 
ct on utilise (2.1). il vient 
s+1 
L VE y ss (— 1) paille + Peso 
i-1 


c.q.f.d. 


S'agissant des puissances paires, on énonce un résultat analogue 
(sans le démontrer car il découle du lemme 2.5) sous forme de 


LEMME 2.6. Si l'on est dans Les hypothèses du lemme 2.4, alors 
sH1 


L P Ve =. (—- 1}'v; V5... v°| 1: 
i | 


LEMME 2.7. Sot! e, Æ O0 pour lout 1 — 1, .... k. On u 


érPcerPiner 
€] FO CCE Ch k 
, ce . = . 
IF = det} & et ….< |:- ÿ a Perez... a). 
SUR EE cr 
SR LR 


DÉMONSTRATION. On multiplie chaque f-ième colonne par 
€, auquel cas 


RS 
Éd 
ee. W = det| 3... |: (2.5) 
es Es ie 
Soit le déterminant 
111 1 
L Ey €o ... € 
Pl, es, es, .….. €) == det| 72 62 82... e2 |. (2.9) 
EN 5 
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On le développe suivant la première colonne ct on constate que Ile 
déterminant (2.8) est égal au cocfficient changé de signe de £ de ce 
développement. Quant à (2.9) tout enticr, on a 


{ [I (:; 0} te —t) = V(e. TU. 


KDj>Di>1 li 11 
ke 


Le cocfficient de é£ du polynôme [| ({— :,) vaut 


{= 1 
k 


Ÿ €] à Ck (— 1“! = 


LA 
ce qui donne pour le cocfficient de / du polynôme (2.9): 
k 


ES &Ÿ er ". 


er 
On l'égale à — €, .… & W, et on a l'affirmation du lemme. 


Donnons un résultat relatif à l'algorithme de Neville [94]. 


LEMME 2.8. On suppose que TŸ est un jeu donné de nombres 
pour ji = 1,...,s + 1 et que la suite TŸ est définic par l'algorithme 


de Neville 
ne L. 
Hi+j T' D p; 1% 1) | 


Uri — Uj 
Pl es de le ts di suce 
On a l'égalité 
si 
T'ON Te. (2.11) 
k=1 


aucc -, Solution du svstéme (2.V). 


DÉMONSTRATION. Soit s — 1. Le système (2.1) donne 
Y1= —"<- 3 ; Wa —— ; 
y — lle Fr ts 
si bien que les règles (2.10) ct (2.11) coïncident. En cffet, 
RE = + Te 2É . 1: 


On suppose que le résultat Voull est démontré pour s — |, ct on 
en veut la preuve pour s. L'égalité (2.11) étant satisfaite pour s — 1 
implique deux relations 


s 
1 = Ÿ B, 1 ct 154 =ÿ ÿ, 1 ue | 
K=-1 
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où les cocfficients B, ct 5, sont solutions des systèmes respectifs 


s 


S 
pie! ‘ui = 0, Re RO 
> ÿ 


| ee (2.12) 
" Ô — 1, ph+i Ô. — (), | — 1.2: PRE ape |. 


On calcule 1! : 
1 5 
19 _ Us) TE ET TS ) : st Br 7° D 
Hs+a — li sa — Mi 
s+1 


LD) Yarve-ouu ste PE T Ha Or Be — Ua Ôr-i pi Rp Fo = _ D Di AU) (2.13) 
[sta — Ba Hshi — 
où 
| Ô 
Pi — en Pr ? Ps41 ==, 
Ms+ti — Ha Beta — Hi 
sta PE — Ha dk) ; k — 2 
Hs+z — Ha 
On montre que ces coefficients satisfont au système (2.1.) On a compte 
tenu de (2.12): 


s-+1 s 


Pr — + $. 


s 
2 Pr = Us+a Ÿ a, _ la Ô, _— Matra Ua l: 
kal si lee sh ie sh TT ( 
sii s ; 
! Hi 
Yu E Biui + Vues Be — ti Be) pus — 
k- 1 kr2 


— 0, | (ttsya == Li)" 


— En Be Tr di pi ÿô db Je ES bi). (2.14) 
k=i 


Kæl 


Sil— 1,2, .... s — 1, les deux sommes entre crochets s’annulent 
par suite de (2.12). Si! = 5, alors on a. conformément au lemme 2.5, 


: l s— 
See ui = (— 1) pass p 
ke 1 


s 
5 Lk+ Fe (= 1)" Hollg -.- [les 
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L'expression (2.14) fournit maintenant 

si 

NT fr 0. 

rex 
Ainsi, p, vérifie le système (2.1). Comme il y a unicité pour u, 
distincts deux à deux, on à 6, — ,. et (2.11) et (2.13) ont mème 
second membre. 


7.3. Sur les polynômes d’interpolation de Lagrange 


Soit f(x) une fonction continue sur le segment [0, 1] dont on 
connaît les valeurs en $S points régulièrement espacés x, — x, -|- 
+ (1 — 1) de (0, 1]. La fonction 


1, (9 = LG TIETE (3.1) 
ji 


est par définition le polynôme d'interpolation de Lagrange. Si fe 
eC" [0, 1], on a pour le point xe[x,. x,] (voir [67]): 


fa) — L (a) = — 9 (8 0, (x). (22) 
où £e[0, 1Jet 
o, (9) = [] (x — x). (3.3) 


On se propose d'évaluer ces quantités en fonction des puissances 
de #. S'agissant des points intérieurs à [x,, x.1, le maximum de 
w.(x) en valeur absolue est atteint au milicu du segment, et il est 
égal à X°/4. Aussi 

| cos (x) | < 42/4, xefxr al. 


On démontre la majoration 
1 
Lo, (x) <—(t— l)!, xelxs 1°. (3.4) 


L'inégalité est évidente pour / — 2. On la suppose juste pour ! 
ct on la démontre pour ! ++ 1. Deux cas peuvent se présenter. Si 
xefx.. 4,1], alors 


l 141 
La (2)1< Le GT 2 — mal < UN) UE = It, 
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ce qui établit (3.4). Si velx,. x,,,], on a les inégalités évidentes 
Étant NE 7 +: IÉenle (se DA 

Aussi 
Los. (x) TT D 2% _ 2. !, 


4 
On réunit les relations (3.2) à (3.4): 


h° 
| f(x) = L, (x)! < — Wlerw. 1j: Nes. ns (3.5) 
Si f(x) n’est pas suffisimment régulière, l'erreur cest de l'ordre de 
grandeur inférieur. 


LEMME 3.1. Soits > k : 0 el feC*[0, 1]. On « 
h* 
| f (x) — L, (x) < ae | Îlesio. 1]. xefv, x, |. (3.6) 


DÉMONSTRATION. On utilise [67; pp. 37-38] et on désigne par 
fx: +, x) la différence divisée d'ordre /. On écrit alors J,(x) 
sous forme de suite de polynômes d’interpolation 

L, (x) — Li (v) Æ (Lu (x) Es Le (x)) + go (Z, (x) ne L, (x)). 
Comme 

Lu (x) — LL, (x)l = /(r1 …. x,) ©, (x), 
on a 


OX) — Le (x) < AC) — Le (NT + Leu (4) — La (N)| + 


LÀ 
me HE (a) — Las (a) < Il lleso. n + 


+ Gras ce Nous) Où ()T + ee + (x... 3,) ©, (x). (37) 
On démontre par récurrencc qu'on a pour feC* [0, 1] quelconque 
ct tout ! = k + 1,..,s l'inégalité 
ptit 
PAGTE Vas oo x) | < = ll lens, (3.8) 


Soit { :- k + 1. On établit dans [67] que 


f(x ATE .., do) = ,où 0e. nl 
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si bien que l'estimation (3.8) a manifestement livu. On suppose (3.8) 
juste pour un entier / > k# 4-1. Dans ce cas, 


FAC Etat) 


Css Mas MAD 


— 1)! 
découle de (3.8) pour g(x) = /(x + h): 
ak Fi | 

LA (Xe. Nas co.) 51) | — | (av. …. xl < <a lleleneuut 

Par définition d’une différence divisée 
Ft x) _ res ce tn) — (ra, ee, xD) 
Xl+a — Ni 
d'où 
h° El Po sx, 1) + [PAP (ri) < 


| (x. es fa) DEL M 


mi 
rs N/lleusersst 


i.c. l'estimation (3.8) est juste. 


On utilise (3.8) pour prolonger la chaîne d'estimations (3.7): 


Le 
FC) — Le (x)1< I llerion + 


À 
+ lenon + ee 1 Potier < 


4(s — 


eh .. 224 + 2 
S | Îleron k + k + | … SPERETEE . 


Etant donné s > À > 1, on a 


h* 25 
LS (x) — L, (x) < — 1 filon , 
4 


et le lemme 3.1 se trouve démontré. 


On veut évaluer les palynômes 


a = f] tres (3.9) 
Es 
j=1 


caractéristiques de la grandeur de l'erreur dans la formule d'inter- 
polation si les valeurs données /(x,) sont affectées d'erreurs. 
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LEMME 3.2. On a pour les points xe[x,. x, ] 


ÿ le (x)1< 2°". (3.10) 
ii 
DÉMONSTRATION. S'agissant des points équidistants (voir [67 ]), 


on a la formule 
lu Ci! HW—1..(G—-i+2(t—i) .…. (t—-s+1) , 
{s — 1)! 
où # — (x — x,)/h, donc 4€e[0, s — 1]. On vérifie aisément que le 
numérateur est au plus égal à la constante (s — 1) !. Alors 


s 
Yiuls VO - 27", 
1 


s ! 
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NOTATIONS 


1. Domaines ct frontières 


domaine borné ouvert 187 
frontière de {2 187 
partie de Q, ï.e. QE Q 188 
fermeture de Q, i.e. à — QUI 188 
cylindre ouvert (2 x(0, T) 281 
surface latérale de Q 281 
fermeture de Q 282 
secteur 249 

: frontière de S, 258 


SOUS DD 


2. Espacces et normes 


Espaces 
M} (Q) 26 R" 25, 187 W}(Q) 188 
- k 
N; (D) 26 C+(à) 188 C' 188 
P, (A) 26 c'e (Q) 188 H (QG) 265, 282 
C” (A) 58 L, (Q) 188 oe 
E” 93 I: (Q) 188 C (Q) 306 
QE 121 C‘'* 188 C" 316 
Normes 
Il 2 la, 26 vil = (v, v)* 93,316 
ul, 26 full, =maxufitl 
À ‘ oO, 
LE Un, 20 Iulliiacas 188 
c'la(Q) 
As mer Des Nul 188 
le [4 ” 188 


lu or 58 
(v, w) produit scalaire 93, 316 lu] 188 
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3. Domaines de discrétisation et leurs frontières 


0, 26 O2. 207 

û, 26 . 

D, 26 Qi 207 

Q, 91 QY, 207 

Por 191 A LU e 

D, 191 PARU 

Q, 191 O, = ©) X ©: 207 
()} 191 (Qi = op X = 267 


®: {= jr.j 0, 1... M) 15. 59, 266 

de = gus se (j + 1/2)5.j = 0, 1. M — 11 16, 59 
d..- = js, je: 0. 1... M — 11 76 

&: — Wj= js. j= 1... M} 93, 266 

Op = IN = in 1 = 0. 1... N!1 109 


de ne = QG du 1/2)h. 20,1, N — 14 HO 
Ga Niue le se ee — 11 110 
Dn = 10 = Xy -! VX < L réscau irrégulier 124 


” l 
Of == Ni 2 (x, + ee = O0, los Ne 1; 123 


4. Quotients differentiels 
js (Q) eee) pe 


fi es CRUE ie 


9 


tel 5 +) — nu (1) 


u, (4) — 76 


Ed 
v 


(es OUR. ee 


0 


mx E 4/2) — nu (x — h/2) 


1, (4) . 110. 341 
a — u(x + h/2) + u(x — hji2) 114, 341 
ns 2 


Its (x) _# (x + h) — = LH tx — h) 343 
ON OO MOVE A) — ie (x) a (x v — 1h) 
RE IL 
5. Opérateurs aux différences 


DE") 19% Jx 207 
D") 196 ; 208 


| INDEX 


Algorithme de Neville 30, 357, 41, 348 
Approximation 
additive 277, 279 
d'une condition aux lintites 114, 191 
d'une dérivée 197, 199 


Conditions de concordance 215, 205, 282 
Conditions de transmission 121, 235 


Déterminant de Vandertmonde 3544 
Discontinuité de première espèce 121 


Elément zéro d'un espace vectoricl 95 
Equation 
de la chalcur 204, 281 
de diffusion, stationuaire 108 
d'évolution 272 
du mouvement 300 
Extrapolation 
exponentielle 50 
à la limite 19 
rationnelle 48 
de Richardson 15, 
— globale 15, 19 
— locale 16, 19 
e-algorithme 55 


19, 99 


Fonction 
de base 170, 242 
d'essai 157 
de Green 108,115 
— discrète 130 
à support borné 506 
du type couche limite 550 


Formulation intégrale d'un problème 
158, 253 
Formule 
de Green discrète 115 
des trapèzes 139 


Identité intégrale ON 
Inégalité de Young 270 
Interpolation 67, 550 


Matrice définie non négative 92 
Méthode 
d’Aitken 50, 52 
d'approximation additive 277, 279 
des approximations successives 20 
de décomposition 92, 273 
de dégagement des singularités 217 
des différences d'ordre supérieur 
20, 24, 25, 41, 55, 196 
des éléments finis 157, 
d'Eulcr 76 
de louricr 224, 251 
Monotonie forte 174 


158, 242 


Naud d'un réseau de discrétisation 191 
frontière 191 
intérieur 191 
irrégulicr 191 
régulier 191 


Polynôdme de Lagrange 67, 350 

Problème d'évolution 272 

Problème aux limites, troisième 113 
—, —, discrétisé 114 
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Procédé Schéma explicite 76 
ë&* d'Aitken 50 implicite 267 
de Schwarz 248 


Produit scalaire 93, 316 localement de dimension un 3US 
Prolongement linéaire par morceaux 160, Solution généralisée d’une équation 
244 clliptique 189 


Pseudo-solution normale 317, 325 Support d'une fonction 306 


Système d'équations différentielles li- 
sai 2 
Règle de Romberg 37 néaires 92 


Régularisation 518, 325 
s-algorithme 53 


Valeurs propres et fonctions propres de 
Shénii Sur -dilférénées l'opérateur de Sturm-Liouville 154 
de Crauk-Nicholson 5 —————— aux différences 1356 
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